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EXERCICES D'ANALYSE 


ET DE 


PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. 


SUR 


L’ANALYSE INFINITÉSIMALE. 


PRÉLIMINAIRES. — Considérations générales. 


Lorsque des variables sont liées entre elles par une ou plusieurs équations, 
alors, en vertu de ces équations mêmes, quelques-unes de ces variables de- 
viennent fonctions des autres considérées comme indépendantes. Alors aussi 
des accroissements simultanément attribués aux diverses variables se trou- 
vent liés entre eux et à ces variables par des équations nouvelles qui se dé- 
duisent immédiatement des équations données. Ajoutons que, si, les accrois- 
sements des variables étant supposés infiniment petits, on néglige, vis-à-vis 
de ces accroissements considérés comme infiniment petits du premier ordre. 
les infiniment petits des ordres supérieurs au premier, les nouvelles équa- 
tions deviendront linéaires par rapport aux accroissements infiniment petits 
des variables. Leibnitz et les premiers géomètres qui se sont occupés de l'a- 
nalyse infinitésimale ont appelé différentielles des variables leurs accroisse- 
ments infiniment petits, et ils ont donné le nom d'équations différentielles 
aux équations linéaires qui subsistent entre ces différentielles. Cette définition 
des différentielles et des équations différentielles a le grand avantage d'être 
très-générale et de s'étendre à tous les cas possibles. Toutefois, pour ceux 


ne 


(6) 
qui l'adoptent, les équations différentielles ne deviennent exactes que dans le 
cas où les différentielles s'évanouissent, c'est-à-dire dansle cas où ces équations 
mêmes disparaissent. A la vérité, l'inconvénient que nous venons de rappeler 
na point arrêté Euler, et ce grand géomètre, tirant la conséquence rigou- 
reuse des principes généralement admis , a considéré les différentielles comme 
de véritables zéros qui ont entre eux des rapports finis, Mais d’autres géo- 
mètres non moins illustres, et Lagrange à leur tête, n’ont pu se résoudre à 
introduire dans un même calcul plusieurs sortes de zéros distincts les uns des 
autres, et c'est pour ce motif qu'à la notion des différentielles Lagrange a 
songé à substituer la notion des fonctions dérivées, sur 
nable de nous arrêter quelques instants. 

Esaminons én particulier le cas où l'on considère une seule variable indé. 
pendante £t.une seule-fonction de cette variable. Si l'on attribue à cette va- 
riable: uïi accroissement infiniment petit, l’accrois 


laquelle il sera conve- 


sement correspondant de la 
fonction se trouvera lié à la variable et à l'accroissement de la variable, par 


une équation qui deviendra linéaire à l'égard des deux accroissements, 
quand on négligera les infiniment petits du second ordre ou d’un ordre supé- 
rieur vis-à-vis des infiniment petits du premier ordre. Or l'équation linéaire 
ainsi obtenue fournira, pour le rapport entre les accroissements infiniment 
petits de la fonction donnée et de la variable, une fonction nouvelle. Cette 
fonction nouvelle est précisément celle que Lagrange appelle la fonction dé- 
rivée (*). Elle représente en réalité la limite du rapport entre les accroisse- 
ments infiniment petits et simultanés de la fonction et de la variable. Mais, 
au lieu de lui donner cette origine, Lagrange l’a considérée comme repré- 
sentant le coefficient de l'accroissement de la variable dans le premier terme 
de l'accroissement de la fonction développée en une série ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de l'accroissement de la variable. 

Dans le cas où l'on considère un développement en série, abstraction faite 
du système d'opérations qui a pu produire ce développement, le seul moyen 
de savoir si le développement dont il s'agit appartient à une fonction donnée, 
est d'examiner si cette fonction équivaut à la somme de la série supposée 


() La méthode de maximis et minimis, donnée par Fermat, peut être réduite à la re- 
cherche du rapport qu’on obtient quand on divise, par un accroissement indéterminé at- 
tribué à une variable, l’accroissement correspondant de la fonction qui doit devenir un 
maximum Où un minimum, et à la détermination de la valeur particulière qu’acquiert ce 
rapport, quand l'accroissement de la variable s’évanouit. Or cette valeur particulière, comme 
Lagrange en a fait la remarque, est encore la fonction dérivée. 
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convergente. Par suite, pour établir sur des bases rigoureuses la théorie des 
fonctions dérivées, telle que Lagrange l’a conçue, il faudrait commencer par 
faire voir que l'accroissement d’une fonction quelconque est, sinon dans tous 
les cas possibles, du moins sous certaines conditions, la somme d'une série 
convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de l'accroissement 
de la variable. Or la démonstration générale d'un semblable théorème ne 
peut se donner à priori, et repose nécessairement, même dans le cas où les 
accroissements deviennent infiniment petits, sur diverses propositions anté- 
cédentes; d’où il résulte que ce théorème doit être naturellement regardé, 
non comme le principe et la base du calcul différentiel, mais comme un des 
résultats auxquels conduisent les applications de ce calcul. Aussi les difficultés 
que l’on rencontre, quand on veut déduire la notion des fonctions dérivées 
de la considération d’une série composée d’un nombre infini de termes, se 
trouvent-elles à peine dissimulées par toutes les ressources qu'a développées 
le génie de Lagrange dans les premiers chapitres de la Théorie des fonctions 
analytiques. 

On échappe aux difficultés que nous venons de signaler, quand on consi- 
dère une fonction dérivée comme la limite du rapport entre les accroisse- 
ments infiniment petits et simultanés de la fonction donnée et de la variable 
dont elle dépend. En adoptant cette définition on pourrait, avec quelques 
auteurs, nommer différentielle de la variable indépendante l'accroissement de 
cette variable, et différentielle de la fonction donnée le produit de la fonc- 
tion dérivée par la différentielle de la variable. On pourrait enfin, lorsqu'une 
même quantité dépend de plusieurs variables, nommer différentielle totale 
de cette quantité la somme des différentielles qu'on obtiendrait en la consi- 
dérant successivement comme fonction de chacune des variables dont il 
s’agit. Mais alors le sens du mot différentielle, loin de se trouver généralement 
fixé, en vertu d'une définition simple applicable à tous les cas possibles. 
exigerait, pour être complétement déterminé, que l’on expliquât avec préci- 
sion quelles sont les variables regardées comme indépendantes; et, si, poux 
fixer les idées, on s'occupait uniquement de deux variables liées entre elles 
par une seule équation , non-seulement la différentielle de la première variable 
serait définie autrement que la différentielle de la seconde, mais, de plus, la 
définition de chaque différentielle varierait lorsqu'on changerait la variable 
indépendante, en considérant tantôt la seconde variable comme fonction de 
la première, tantôt la première comme fonction de la seconde. 

On évitera ces inconvénients si l'on considère les différentielles de deux 
ou de plusieurs variables liées entre elles par une ou plusieurs équations , 


> 
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comme des quantités finies dont les rapports sont rigoureusement égaux aux 
limites des rapports entre les accroissements infiniment petits et simultanés 
de ces variables. Cette définition nouvelle, que j'ai adoptée dans mon Calcul 
différentiel et dans le Mémoire sur les méthodes analytiques, me paraît 
joindre à l'exactitude désirable tous les avantages qu'offrait, sous le rap- 
port de la simplicité et de la généralité, la définition primitivement admise 
par Leibnitz et par les géomètres qui l'ont suivi. A la vérité, les différentielles 
de plusieurs variables ne se trouvent pas complétement déterminées par la 
définition nouvelle; et cette définition, lors même que toutes les variables se 
réduisent à des fonctions de l’une d’entre elles, détermine seulement les rap- 
ports entre les différentielles de ces diverses variables. Mais l’indétermina- 
tion qui subsiste est plutôt utile que nuisible dans les problèmes qui se résol- 
vent à l'aide du calcul infinitésimal, attendu qu'elle permet toujours de 
disposer arbitrairement au moins d’une différentielle; et d'ailleurs, c'est 
précisément en vertu de cette indétermination même que la définition nou- 
velle embrasse, comme cas particuliers, les définitions diverses qu'offrirait, 
pour divers systèmes de variables indépendantes, la théorie que nous 
rappelions tout à l'heure. En vertu de la nouvelle définition, les divers sys- 
tèmes de valeurs que peuvent acquérir les différentielles de plusieurs variables 
liées entre elles par des équations données, restent évidemment les mêmes, 
quelles que soient celles de ces variables que l’on considère comme indépen- 
dantes; et les équations différentielles, c’est-à-dire les équations linéaires 
auxquelles satisfont les divers systèmes de valeurs, ne sont plus, comme dans 
la théorie de Leïbnitz, des équations approximatives, mais des équations 
exactes. 

Pour écarter complétement l'idée que les formules employées dans le 
calcul différentiel sont des formules approximatives, et non des formules 
rigoureusement exactes, il me paraît important de considérer les différen- 
tielles comme des quantités finies, en les distinguant soigneusement des accrois- 
sements infiniment petits des variables. La considération de ces derniers 
accroissements peut et doit être employée comme moyen de découverte ou 
de démonstration dans la recherche des formules ou dans l'établissement des 
théorèmes. Maïs alors le calculateur se sert des infiniment petits comme d'in- 
termédiaires qui doivent le conduire à la connaissance des relations qui sub- 
sistent entre des quantités finies; et jamais, à mon avis, des quantités infini- 
ment petites ne doivent être admises dans les équations finales, où leur 
présence deviendrait sans objet et sans utilité. D'ailleurs, si l'on considérait 
les différentielles comme des quantités toujours très-petites, on renoncerait, 


# 
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par cela même, à l'avantage de pouvoir, entre les différentielles de plusieurs 
variables, en prendre une pour unité. Or, pour se former une idée précise 
d'une quantité quelconque, il importe de la rapporter à l'unité de son espèce. 
Il importe donc de choisir une unité parmi les différentielles. Ajoutons qu'un 
choix convenable de cette unité suffit pour transformer en différentielles ce 
qu'on appelle des fonctions dérivées. En effet, en vertu des définitions adop- 
tées, la dérivée d'une fonction est ce que devient sa différentielle , quand la 
différentielle de la variable indépendante est prise pour unité. 

Remarquons encore que la considération d'une variable dont la différen- 
tielle est prise pour unité simplifie l'énoncé de la définition que nous avons 
donnée pour les différentielles en général, et permet de réduire cette défini- 
tion aux termes suivants : 

La différentielle d'une variable quelconque est la limite du rapport entre 
les accroissements infiniment petits que peuvent acquérir simultanément la 
variable dont il s’agit, et la variable dont la différentielle est prise pour 
unité. e 

Or, la définition précédente fournit le moyen de démontrer fort simple- 
ment les propositions fondamentales du calcul différentiel, et en particulier 
les théorèmes généraux relatifs à la différentiation des fonctions de fonctions, 
et des fonctions composées. C’est ce que nous allons expliquer dans ce Mé- 
moire, après avoir indiqué en peu de mots les notations dont nous ferons 
usage, ; | 
$ IT. — Notations. 


Conformément aux principes établis dans les préliminaires, nous appelle- 
rons différentielles de plusieurs variables, des quantités finies dont les 
rapports sont rigoureusement égaux aux limites des rapports entre les 
accroissements simultanés et infiniment petits des variables proposées. 

Pour étendre cette définition au cas où les variables deviendraient imagi- 
näires, il suffirait d'y remplacer le mot quantités par ceux-ci: expressions 
imaginaires , attendu qu’alors les différentielles elles-mêmes cesseraient géné- 
ralement d'être réelles. En conséquence, la définition générale des diffé- 
rentielles sera la suivante. 

Les différentielles de plusieurs variables réelles ou imaginaires sont des 
quantités finies ou des expressions imaginaires finies , qui, comparées les 
unes aux autres , offrent des rapports égaux aux limites des rapports entre 
les accroissements simultanés et infiniment petits de ces variables. 

Nous indiquerons, suivant l'usage, les accroissements simultanés, finis ou 
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infiniment petits de variables proposées, à l’aide de la lettre caractéristique A, 
et leurs différentielles à l’aide de la lettre caractéristique d, En conséquence, 


si l'on nomme # 


NP} Bass PS WP, à 


les variables proposées, leurs accroissements simultanés, finis ou infiniment 


petits, seront 
Ax, A7, 48, A, 4e, Abe 


tandis que les notations 
dx) dy) de...) du, dv 


représenteront les différentielles de ces mêmes variables, c'est-à-dire des va- 
riables nouvelles dont les rapports seront égaux aux limites des rapports entre 
les accroissements 


Ax, AY, Az,..., Au, Av, Aw,... 


supposés infiniment petits. 

Il importe d'observer que, dans le cas même où chacun des rapports entre 
les accroissements infiniment petits des variables proposées converge vers 
une limite unique et finie, la définition ci-dessus adoptée ne détermine pas 
complétement les différentielles des variables, mais seulement les rapports 
qui existent entre ces différentielles. On pourra donc toujours disposer ar- 
bitrairement au moins de la différentielle d'une variable ; et l’on ne doit pas 
s'en étonner, puisque les relations qui peuvent exister entre les diverses va- 
riables devront toujours laisser au moins une de ces variables entièrement 
arbitraire. 

Un moyen de simplifier les calculs est évidemment de réduire à l'unité 
la valeur de la différentielle qui demeure arbitraire. D'ailleurs la variable, 
à laquelle appartient cette différentielle, pourra être ou l’une des variables 
proposées, ou même une nouvelle variable avec laquelle on ferait varier 
toutes les autres. En effet, rien n'empêche de concevoir que les accroisse- 
ments simultanés 


Ar AD, 48,4. Au, Av, AW 
des variables proposées 


LS FIM SUIS WMA 


; (4% ) | 
correspondent à l'accroissement At d’une variable £, comprise ou non com- 
prise parmi les premières, et de prendre l'unité pour la différentielle de 
cétte variable #, qui devra être considérée comme indépendante de toutes 
les autres, et qui pourra être censée , si l'on veut, représenter le temps. Il y 
a plus: si l'on pose 
DE 51, 


rien n'empêchera de considérer l'accroissement + de la variable indépen- 
dante £ comme une nouvelle variable indépendante. C’est ce que nous ferons 
désormais. D'ailleurs, pour abréger le discours, nous désignerons la variable 
indépendante £, de laquelle toutes les autres seront censées dépendre, et 
dont la différentielle sera réduite à l'unité, sous le nom de variable primitive. 

Cela posé, soit s une variable distincte de la variable primitive £. En vertu 
des définitions adoptées, le rapport entre les différentielles 


ds, dt, 


sera la limite du rapport entre les accroissements infiniment petits 


ÀS:, àT. 
On aura donc 
(1) = Jim, ©; 
7 Rd ee ": 
ou , ce qui revient au même, 
: AS 
(2) ds — dt lim. . 


Or de cette dernière équation, jointe aux formules 


di 0) 4t= ie 
on tirera 
1 
(3) ds = lim. +. 

Effectivement, il résulte des définitions admises que la différentielle d'une 
variable quelconque s sera la limite du rapport entre les accroissements 
infiniment petits As et 1 de cette variable et de la variable primitive. 

Concevons maintenant que l’on nomme s et x deux variables quelconques 
liées entre elles par une certaine équation. Cette équation, résolue par 
rapport à s, déterminera s en fonction de x. D'ailleurs, s étant considéré 
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(za) 
comme fonction de la variable x, le rapport entre les différentielles ds, dx 
de cette fonction et de cette variable sera la limite du rapport entre les ac- 
croissements infiniment petits As, Ax. On aura effectivement, en rempla- 


çant s par x dans la formule (1), 
(4 = lim, — 
(4) | = lime, 
ou, ce qui revient au même, 
(5) ds — dx lim. © 
\ ner 5) . Azx° 
Or la valeur qu'acquerrait la différentielle ds de la fonction, si la différen- 
tielle dx de la variable se réduisait à l'unité, est précisément ce qu’on nomme 


la fonction dérivée de s, relative à la variable x. Si l'on désigne par la 
lettre caractéristique D, et à l’aide de la notation 


D.6i 


cette fonction dérivée, on aura, en vertu de la formule (5), 


AS 


(6) Ds = a 
et, par suite, cette formule donnera généralement 
(7) és — D:sds: 
Concevons à présent que s représente une fonction de plusieurs variables 
CA AU MANN PE Cr 


On pourra partager ces variables en divers groupes ou systèmes, et cher- 
cher l'accroissement que la fonction s reçoit quand on attribue des accrois- 
sements infiniment petits 


AT, AV, 0.645 : AU, AU, Dpéss 
à toutes les variables 
D; FL Z,:. LA + U, y, L2E L2 *, 


ou seulement aux variables comprises dans le premier groupe, dans le se- 
cond, dans le troisième,.... En opérant ainsi, on obtiendra, dans le pre- 


(13) 
mier cas, l'accroissement total de s, que nous continuerons à exprimer par 


la notation 
AS, 


et dans le second cas un accroissement partiel de s, qui correspondra au 
changement de valeur des variables comprises dans un seul groupe, et qui 
sera représenté par l’une des notations 


ASS, Ai; 


A l'accroissement total As correspondra la différentielle totale ds déterminée 
par la formule (3) ; et de même aux accroissements partiels 


AE DS, msn, 
correspondront des différentielles partielles 
C' RCE AC: CCR 


déterminées par des équations de la forme 
Ain 
(8) ds = lim. 2. 
L 


Après avoir partagé en plusieurs groupes les variables desquelles dépend 


la fonction s, on peut calculer, non-seulement ses accroissements partiels 
du premier ordre 


FAO SE à A La à fe AE 


correspondants au changement de valeurs des variables comprises dans les 
divers groupes, mais encore ses accroissements partiels du second ordre, 
par exemple, 

AA,s, AA 


1" 


De DS ha: 
ses accroissements partiels du troisième ordre, par exemple, 


A,A,As 


Mio 


etc. À ces accroissements partiels des divers ordres correspondront des 
différentielles partielles des divers ordres. Ainsi, en particulier, outre les 
différentielles partielles du premier ordre représentées par les notations 


ds) ds shui; 


(14) 
on pourra obtenir des difjérentielles partielles du second ordre représentées 
par les notations 


dds,dds,.£Z dd... 


L Um" 


des différentielles partielles du troisième ordre représentées par les notations 


d'd à sv: 


LLAÎRES à 


Il y a plus, outre les accroissements et différentielles de divers ordres que 
produisent plusieurs opérations successivement effectuées, mais dissem- 
blables entre elles, on pourra considérer des accroissements totaux ou par- 
tiels, et des différentielles totales ou partielles qui seraient les résultats d'o- 
pérations dont plusieurs deviendraient semblables les unes aux autres. Tels 
seraient, par exemple, les accroissements totaux ou partiels exprimés par 
les notations 
DAS, DOS OMAS, 0, 


DAS, BAS. DA DS; 
et les différentielles totales ou partielles exprimées par les notations 


dds, ddds, dddds,..., 
DU RDS MES. 2e 
Pour plus de commodité, on est convenu d'écrire 
A%, At,..., auleude ,4A,, AAA,..., 
A A Ie AN AAA un 
et pareillement 
d, d',...,' aulieu de dd, ddd,..., 
d?, d',..., aulieude dd,ddd,..., 
comme si les notations 
AA, AAA ,..., AA, A 4 Ke 
dd, ddd...,, ‘dd, dd 4% 


représentaient de véritables produits. Eu égard à cette convention, les ac- 
croissements totaux et différentielles totales des divers ordres de la fonction s 


(15) 


se trouveront représentés par les notations 


Muse NS, 
du,edis; ds; :i, 


et les accroissements partiels ou'dérivées partielles 
AA s;:AuMks,.«., A A's,1.., dds,ddds,..., dd ds;..., 
par les notations 


2 3 2 2 3 2 
A?, PC PO D. DT ds, do 
On pourrait supposer que, s étant une fonction de plusieurs variables 
X, 2, -+, Chacune des caractéristiques 
NN AA 


7 MX. 


fût relative au changement de valeur d'une seule variable 
Æ, OW QU... 


Dans ce cas particulier, nous remplacerons ces caractéristiques par les 
suivantes 
2 2 RE à PAR 


en sorte que la notation 
25. 


par exemple, représentera l'accroissement partiel de la fonction s, corres- 
pondant à l'accroissement Ax de la seule variable x. Alors aussi nous rem- 
placerons les caractéristiques d 


d; 4; 4 


F7 ri D 
par les suivantes 


dd: : ; 


dont chacune indiquera une différentiation effectuée sur une fonction de 
x, J Z,... par rapport à une seule variable x, ou y, ou z,...; et les 
notations 


dessodié;:dès; is. 


représenteront les différentielles partielles de la fonction s relatives aux 


(16) 
diverses variables. Ce n'est pas tout: en vertu des conventions admises, on 
devra représenter par la notation D,s la dérivée de s relative à la seule 
variable x, par D,s la dérivée de s relative à la seule variable y, etc...; et 
pour déterminer les valeurs de ces diverses dérivées qui devront naturelle- 
ment s'appeler les dérivées partielles de s relatives à x, à y, à z, ..., on ob- 
tiendra, au lieu de l'équation (6), des équations semblables et de la forme 


s AzsS ‘ As . A,s 
= AIM. — rs — TT —= ° Tee pe 
(9) Des lim. =, D,s—lim + Des — lim. —, 


Enfin, à la place de la formule (7), on obtiendra les suivantes 
(10) dés D,sde,. ds =Dsdr, des=Dists 
qui montrent comment les différentielles partielles 
ASUS, 0,8: 5 
peuvent se déduire des dérivées partielles 
52 3 À à KE 


Lorsqu'une même fonction s se trouve successivement soumise à plusieurs 
opérations indiquées par quelques-uns des signes 


FAN D DR 
ou 


D D, De 


on obtient, dans le premier cas, des différentielles partielles de divers or- 


dres, telles que 


tds, diffs, d,ds5,..\ 44 ds,..…, 
et dans le second cas des dérivées partielles de divers ordres , telles que 
D: Dy56,: D:0, 60D)D;s; tt, 440:P,D;5.::… 


Lorsqu'une de ces opérations se trouve répétée plusieurs fois de suite, 
alors, au lieu de plusieurs caractéristiques pareilles, placées à la suite l'une 
de l’autre, on écrit une seule caractéristique affectée d’un exposant égal à 
leur nombre, comme nous l'avons déjà fait dans des cas semblables. En opé- 


27) 


rant de cette manière, on réduit, par exemple, les expressions 


d,Œs.. d4.0,d,s5.... 
à celles-ci 


2 2 2 
Eds dd; :;, 


et les expressions 
DD, B,B.1ED,s,.. 


à celles-ci 
2 L LA 
D,D5s, DED,s,.2. 


Lorsque les relations qui existent entre les variables proposées laissent non 
pas seulement une, mais plusieurs variables indéterminées, en sorte que plu- 
sieurs variables puissent être considérées comme indépendantes, il est clair 
qu'on peut disposer arbitrairement des différentielles de toutes les variables 
indépendantes. Alors on simplifie les calculs en considérant ces mêmes diffé- 
rentielles comme autant de constantes arbitraires. 


$ II. Sur la continuité des fonctions, de leurs dérivées et de leurs différentielles. Propriétés 
diverses des différentielles. 


Nous disons, comme l'on sait, qu'une fonction est continue, entre deux 
limites données d’une variable dont elle dépend, ou dans le voisinage d'une 
valeur particulière attribuée à cette variable , lorsque entre ces limites ou 
dans le voisinage de cette valeur particulière, la fonction, conservant sans 
cesse une valeur unique et finie, varie de telle sorte qu'un accroissement 
infiniment petit, attribué à la variable, produise toujours un accroissement 
infiniment petit de la fonction elle-même. 

Supposer, comme on le fait dans le calcul différentiel, qu'à des accroisse- 
ments infiniment petits des variables correspondent des accroissements infi- 
niment petits des fonctions, c’est supposer implicitement que les fonctions 
restent continues. On ne doit donc pas être étonné de rencontrer dans le 
calcul différentiel des définitions, des formules et des théorèmes qui cessent 
d'être applicables, ou d'offrir un sens précis et déterminé dans le cas où l'on 
attribue aux variables des valeurs pour lesquelles les fonctions deviennent 
discontinues. On ne doit pas être étonné de voir, dans des cas semblables, les 
formules (3) et (6) du $ L°° fournir, pour la différentielle ds d’une fonction 
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donnée, ou pour sa dérivée D, s relative à une seule variable +, des valeurs 
infinies ou même indéterminées (*). 

Sans perdre de vue ces observations, nous allons maintenant faire voir 
avec quelle facilité les propriétés diverses des différentielles et des fonctions 
dérivées se déduisent des principes établis dans le premier paragraphe, et 
en particulier de la définition que nous avons donnée des différentielles, 
jointe à la considération d'une variable dont la différentielle est prise pour 
unité. 


Soit s une variable ou fonction quelconque. Soient encore 


les accroissements infiniment petits et simultanés de la variable s et de la > 
variable primitive dont la différentielle est prise pour unité. Comme nous 
l'avons remarqué dans le  L*', la différentielle 4s sera, en vertu de sa défi- 
nition même, déterminée par la formule 


; A As 
(1) ds = lim. —. 
ù L 


Cela posé, concevons d’abord que la fonction s soit équivalente à la somme 
de plusieurs autres fonctions , v, w,..., en sorte qu'on ait 


(2) S—=U+Y + WW +... 


\ 


Si l'on désigne par 
AS, Au, à9, Aw,..: 


Fo I , ; 

(*) Pour en donner un exemple très-simple, posons s — -; alors l'équation (6) du $ I, 

24 

savoir, 

Der sx lip. 2 
s = lim. — 
à At? 

se réduira simplement à 


I 


D,s — — lim. — 
# x (x + Ar)? 
np à 1 | Lis: c', hi NT 
et donnera généralement , pour dérivée de —, la fonction — —; Qui sera une quantité négative 
FA TX 


_ si la variable x, étant réelle, diffère de zéro. Mais, si la variable x s’évanouit , la même formule 
fournira une valeur infinie de D,s; et l’on doit ajouter que cette valeur pourra être censée 
à volonté ou positive, ou négative ; attendu qu’en faisant converger x et Ax vers zéro, on 


peut disposer arbitrairement du signe et de la valeur du rapport —. 
LA 


( 19 } 
les accroissements infiniment petits et simultanés de k 


408 


SE LM PE WE 


l'accroissement total de s se réduira évidemment à la somme des accroisse- 
ments correspondants des autres fonctions z, v, w,... On aura donc 


As = Au + Av + A +... 
et par suite 


AS Au Av A 
L 


L L L 


Si, dans cette dernière formule , on fait converger : vers la limite zéro, 
alors, eu égard à l'équation (2), on verra les rapports 


converger vers les limites respectives 
ds, du, dv, div,...; 
puis on en conclura, en passant aux limites, 


(3) ds = du + dy + dw +... 


En d'autres termes, l'équation 

(4) Af(u+v+w+...) = Au + Av + Am +... 
entraînera la formule 

(5) d(u+vo+w+...)= du + dy + dw +... 


On peut donc énoncer la proposition suivante. 


1% Théorème. La différentielle de la somme de plusieurs fonctions se 
réduit à la somme de leurs différentielles. 


Corollaire. Si l'on suppose les fonctions w, v,... réduites à deux seule- 
ment, la formule (5) deviendra 


d(u + v) = du + dv. 


Or, de cette dernière formule il résulte que, si une fonction donnée 


6 f 


(20) 
reçoit un accroissement quelconque »v, l'accroissement correspondant de la 
différentielle du sera représenté par dv. En d’autres termes : l'accroissement 
de la différentielle sera la différentielle de l'accroissement. 
Supposons maintenant deux fonctions r, s, liées entre elles par l'équation 


(6) Ses'ar, 


dans laquelle a désigne un coefficient constant. Quand on fera croître r de Ar, 
le produit ar croîtra d'une quantité représentée par le produit & Ar. Donc, 
en nommant Ar, As les accroissements infiniment petits et simultanés des 
fonctions r, s, on aura 

ds = aÂr. 


En divisant par + chaque membre de la dernière équation, et faisant con- 
verger : vers la limite zéro, on trouvera non-seulement 


As Ar 
— a PES ; 
[A Las 
mais encore 
f =\ CRIER , 
(7) ds = a dr. 
En d’autres termes, l'équation 
(8) À (ar) = a Ar 
entraînera la formule 
REN dd x 
(9) a (ar) = a dr. 


On peut donc énoncer encore la proposition suivante. 

2° Théorème. Lorsqu'on multiplie une fonction par un coefficient constant, 
la différentielle de cette fonction se trouve à son tour multipliée par le 
même coefficient. 

Supposons enfin la fonction s liée à d’autres fonctions w, v, w,... par une 
équation linéaire ou de la forme 


(10) s = au + bv + cw +..., 


dans laquelle a, b, c,... désignent des coefficients constants. Alors, en raison- 
nant toujours de la même manière, on obtiendra la formule 


(14) ds — aau + bdv + c dw +... 


(21) 


qui entraînera la suivante 
(12) d'(au + by + ew +...) + a du + bdv + c dw +... 


et qui peut se déduire directement des équations (5) et (9). 

Les théorèmes et les formules que nous venons d'établir subsistent évidem- 
ment dans le cas même où l'on se bornerait à changer les valeurs de quel- 
ques-unes des variables comprises dans les fonctions données, et où l'on 
remplacerait en conséquence les accroissements totaux et les différentielles 
totales par des accroissements partiels et par des différentielles partielles. 
Ainsi, en particulier, les formules (4), (8) continueront de subsister, si l'on y 
remplace la caractéristique A, qui indique l’accroissement total d'une fonction, 
par l’une des caractéristiques 


Ans don desc 0 LANTA ie 


72] 


qui indiquent des accroissements partiels relatifs à diverses variables x, 7, z,.… 
ou à divers groupes de variables. Pareillement, les formules (5), (9), (12) con- 
tinueront de subsister, si l’on y remplace la caractéristique d qui indique la 
différentielle totale d’une fonction par l’une des caractéristiques 


NS D Ne 


qui indiquent des différentielles partielles relatives, soit aux variables x, 
Y,2,.., Soit à des groupes de variables. Il ÿ a plus : comme une différen- 
tielle partielle relative à une seule variable x se réduit à la dérivée corres- 
pondante, lorsque dx se réduit à l'unité, les formules (5), (9), (12) subsiste- 
ront encore, quand on y remplacera la caractéristique d par l'une des 


caractéristiques 
13 De. ? PR 3 PO 


L'équation (1), de laquelle nous avons déduit les formules (5), (9) et (12), 
entraîne encore une multitude d’autres conséquences dignes de remarque , et 
en particulier celles que nous allons indiquer. 

Supposons que la fonction s et sa différentielle ds restent continues, par 
rapport aux variables dont elles dépendent, dans le voisinage du système des 
valeurs particulières attribuées à ces mêmes variables. Concevons d’ailleurs que 
l’on fasse coincider la variable primitive dont l'accroissement est représente 
par e, et dont la différentielle est réduite à l'unité, avec l’une des variables 


(22) 
données, ou avec une variable nouvelle dont toutes les autres soient des fonc- 
tions continues. Non-seulement la différentielle ds sera la limite de laquelle 


s'approchera indéfiniment le rapport =, tandis que : s'approchera indéfini- 
ment de la limite zéro; mais de plus, pour de très-petits modules de +, ce 
rapport différera très-peu de sa limite, en sorte qu'on pourra énoncer la pro- 
position suivante. 

3° Théorème. Si une fonction s de plusieurs variables et sa différentielle 
ds restent continues dans le voisinage d'un système de valeurs attribuées à ces 
variables ; si d'ailleurs on fait coïncider la variable primitive, ou avec l’une 
de ces variables, ou avec une variable nouvelle dont toutes les autres soient 
fonctions continues; alors, pour des valeurs infiniment petites attribuées à 


l'accroissement : de la variable primitive , la différence entre le rapport — et 
la différentielle ds sera infiniment petite. 

Corollaire 1°. Le théorème 4 s'étend au cas même où l'accroissement total 
As et la différentielle totale ds seraient remplacés par un accroissement par 


tiel 
As, ou ÀA,s, ou A5, 


ct par la différentielle correspondante 


ŒS où ds, du d5;. 


On pourrait d’ailleurs supposer ici les caractéristiques 


dd, d 


(Rs 


2 MR ER 


mI° 


relatives chacune à une seule variable x, ou y, ou z,... et par conséquent 
réduites aux caractéristiques 


À) À, Az...) dy, d,, des 


Corollaire 2°. Concevons maintenant que les variables, dont s est fonction, 
soient partagées en deux groupes. Indiquons à l'aide de la caractéristique A 
l'accroissement total de la fonction s ou d'une fonction de même nature, et à 
l’aide de la caractéristique A, ou A, l'accroissement partiel que prend la même 
fonction pour des accroissements infiniment petits attribués aux variables 
comprises dans un seul groupe. Soient en conséquence A s ou As, l'ac-rois- 
sement infiniment petit de s correspondant à des accroissements infiniment 
pétits des variables comprises dans le premier ou dans le second groupe; et As 


(23) 
l'accroissement total de s. Enfin, nommons s, ce que devient $ quand on fait 
croître seulement les variables comprises dans le premier groupe, ets, ce que 
devient s quand on fait croître toutes les variables à la fois. On aura évidem- 
ment 
$, = S + LS, 


Ses S + À $ + À,s,, 


et, par suite, la valeur de As — s 


an $ serä N 


! 
(13) NS = A Sim AS; 
En divisant par « les deux membres de cette dernière équation, l'on trouvera 


AS A,s 
RD + 


C: Lt L 


A, Cr 


Supposons, d'ailleurs, que la fonction s et ses deux différentielles partielles 
das ns 


soient des fonctions continues des diverses variables, dans le voisinage du 

système des valeurs attribuées à ces variables mêmes. Alors, pour des valeurs 

Ë À à i AS 3-0p7 

infiniment petites de «, en vertu du corollaire 1°", le rapport —- différera 
L 

: ; A,s . À M 

infiniment peu de d,s, et le rapport -— de d,s,. Mais, d'autre part, à l'ac- 


croissement infiniment petit 
S,—sS— A,s 
de la fonction s correspondra l'accroissement 
d,s, — d,s = A,d,s 
L 7 


de la différentielle d,s; et ce dernier accroissement sera encore infiniment 
petit, puisque d,s sera, par hypothèse, fonction continue de s. Donc le 


E,s aa - ë 3 5 ; 
rapport —!! différera infiniment peu non-seulement de 4 $, mais aussi 
L M2 


de d, s. Donc, dans l'hypothèse admise , si l’on fait converger : vers la limite 
zéro , les rapports 


(24 ) 


convergeront respectivement vers les limites 


ds; dis; 
{à 
et, par suite, la formule 
às — â,s + Dur 
| À t L 
entraînera celle-ci 
ds = ds + d,s. 


En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 
4° Théorème. Soit s une fonction de diverses variables que nous suppo- 
serons partagées en deux groupes. Soient, de plus, 


ds 


la différentielle partielle de s correspondante au système des variables com- 
prises dans le premier groupe ; 
d,s 


la différentielle partielle de s correspondante au système des variables com- 
prises dans le second groupe; et 


ds 


la différentielle totale de s correspondante au système de toutes les variables. 
Si la fonction s et les différentielles partielles 


7: CPE ER 


restent fonctions continues des diverses variables dans le voisinage du sys- 
tème des valeurs attribuées à ces variables mêmes, la différentielle totale 
ds sera la somme des différentielles partielles, en sorte qu'on aura 


(14) . ; ds = ds + d,s. 


Corollaire. Concevons maintenant que la fonction s dépende de plusieurs 
variables partagées en trois groupes, et nommons 


ds; s, ds 


1 


les différentielles partielles de s correspondantes à ces trois groupes. Suppo- 
sons, d’ailleurs, que la fonction s et ces trois différentielles partielles restent 
fOkbtons continues des diverses variables, dans le voisinage du système des 
valeurs attribuées à ces variables mêmes. Si l'on considere les deux derniers 


(25) 
groupes de variables comme n’en formant plus qu'un seul, la différentielle 
partielle de $ correspondante à ce nouveau groupe sera, en vertu du théo- 
rème précédent, représentée par la somme 


d,s rie d,s; 


et, en vertu du même théorème, il suffira d'ajouter cette somme à d,s pour 
obtenir la différentielle totale de s ou ds. On aura donc 


ds — ds + d,s ds. 


"nl 


Par des raisonnements semblables, on passera aisément du cas où les varia- 
bles sont partagées en trois groupes, au cas où elles sont partagées en quatre 
groupes, etc..., et en continuant ainsi on établira généralement la proposi- 
tion suivante. 

5e Théorème. Soit s une fonction de plusieurs variables, que nous sup- 
poserons partagées en divers groupes. Soient de plus 


- 


ds ds, 45; 


les différentielles partielles de s, correspondantes au premier, au second , au 
troisième, .…. groupe. Enfin, supposons que la fonction s et chacune de ces 
différentielles restent fonctions continues des diverses variables dans le voi- 
sinage du système des valeurs attribuées à ces variables mêmes. La différen- 
tielle totale ds de la fonction s sera la somme des différentielles partielles 
ds,d,s,d,s,..…, en sorte qu'on aura 


[//4 


4 0) M dd=ds+d,s+d,s + .... 


Corollaire 1%. Au lieu de déduire le 5° théorème du précédent, on pour- 
rait l'établir directement à l'aide des considérations suivantes. Les variables 
que renferme la fonction s étant, comme on vient de le dire, partagées en 
divers groupes, désignons, à l'aide des caractéristiques 


AREA A 


nu? MI) 


les accroissements partiels de la fonction s ou d'une fonction de même na- 

ture, qui correspondent à des accroissements infiniment petits des valeurs 

des variables comprises dans le premier, le second, le troisième ,.… groupe. 

Soient encore s, ce que devient la fonction s en vertu des accroissements attri- 

bués aux variables comprises dans le premier ;s, ce que devient la fonction s 
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en vertu des accroissements attribués aux variables comprises dans les deux 
premiers groupes; s, ce que devient la même fonction, en vertu des accrois- 
sements attribués aux variables comprises dans les trois premiers groupes... 
et ainsi de suite. On pourra évidemment considérer s, comme représentant 
ce que devient s, en vertu des accroissements attribués aux seules variables 
comprises dans le second groupe; s, comme représentant ce que devient 5, 
en vertu des accroissements attribués aux seules variables comprises dans le 
troisième groupe; etc... On aura donc 


et par suite 
LA LA 


S,=S+ASs+As 


(JR à 


$, =S+As+A,s +A,s,, 


ou, ce qui revient au même, 


$, —$ = As, 
S, + sm4s+ As 


n°17 


$, = S—AS+A,;s +A,s 


m mn? 


CIC... 


Donc les différences 


#, 8) 18, 5, 8 —5,..! 


4 


pourront être respectivement représentées par les sommes composées avec 
le premier, ou les deux premiers, ou les trois premiers, .…. termes de la suite 


25, 2,6, À S 4: 


7) à " 


et la somme de tous les termes de cette suite représentera la dernière de 
toutes ces différences qui sera précisément l'accroissement total de la fonc- 
tion s correspondant aux accroissements infiniment petits de toutes les va- 
riables. Donc, en nommant As cet accroissement total de la fonction S, 


(47 ) 


on aura 
As — ASE, 8 + L,8, + .... 


mo 


Concevons à présent que l'on divise par : les deux membres de la formule 
précédente. On trouvera 


Mu pt + + 


puis en attribuant à : une valeur infiniment petite, et supposant que les 
fonctions | 


ds, ds 0, 


M 


restent fonctions continues des diverses variables dans le voisinage du sys- 
tème de valeurs attribuées à ces variables, on reconnaîtra que les rapports 


différent infiniment peu, le premier de d,s;le deuxième de d,s,, et, par suite, 
de d,s; le troisième de d,s,, et, par suite, de d,s,, ou même de ds , etc... 
Donc, en faisant converger « vers la limite zéro, on verra les rapports 


converger respectivement vers les limites 


6 DEEE à SCALE 
et la formule 
AN) AS À,s A 


— — —! ee EU MR N 
L t L t 


entraînera la suivante 
ds= ds + d,s+d,s + .... 


Corollaire 2°. Le 5° théorème continuerait évidemment de subsister si 
chacune des caractéristiques 


do 


n? 


d 


M2 


se rapportait à une seule variable. Mais alors, en désignant par x, y,z,... 
les diverses variables, on pourrait à ces caractéristiques substituer les sui- 
vantes 


A, tee 
6 
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LS 


et, par suite, la formule (15) deviendrait 


| 


(16) ds = d,s + d,s + d,s +... 
$ IT. — Formules générales pour la différentiation des fonctions d'une ou de plusieurs 
variables. 


Les principes établis dans les paragraphes précédents fournissent immé- 
diatement les diverses formules générales qui servent à la différentiation des 
fonctions d’une ou de plusieurs variables. Entrons à ce sujet dans quelques 
détails. 

Considérons d’abord une fonction s d’une seule variable x.'Si cette fonc- 
tion est du nombre de celles que l'on nomme fonctions simples, sa dérivée D,s 
devra se déduire, dans chaque cas particulier, de l'équation (6) du $ E°', 
c'est-à-dire de la formule 

Às 


(1) Dès === lim. rs 


Cette dérivée étant obtenue, la formule (7) du $ I, savoir, 
(2) d&=D,sdr, 


fournira immédiatement la valeur générale de la différentielle ds. 

Si s est une fonction de fonction de x, si, par exemple, sest fonction de la 
variable y, cette variable étant elle-même fonction de la variable x, alors 
la différentielle ds se trouvera déterminée non plus par l'équation (2), 
mais par le système de deux équations de même forme, savoir, 


(3) ds = D;sdy, dy —-D.ydx, 
en sorte qu'on aura 
(4) Œ=DsSDrae. 


Pareillement, si s était fonction de z, z étant fonction de y, et y fonc- 
tion de æ, on trouverait successivement | 


(3) ds = D;sdz, da = D,ity, dd ÆD.ydx, 
puis on en conclurait 
(6) ds = D,sD,zD, y dx ; 


et ainsi de suite. 


(29) 

Supposons maintenant que s soit non plus une fonction de fonction, 
mais une fonction composée de plusieurs variables x, y, 2... Alors, 
en vertu de la formule (15) du parapraphe précédent, on aura générale- 
ment 


(7) ds = d,s + d,s + d,s + … 
Mais les formules (10) du $ I‘ donneront 
(8) dis —"Dsdz;i@s — D,sdr,, ES D,s ds... 


Donc alors la valeur de la différentielle ds se trouvera déterminée par la 
formule 


(9) ds = D,s dx + D,s dy + D,s dz + ..… 
Si s était une fonction de plusieurs autres 
U,. Vi 0. 3 
qui fussent elles-mêmes fonctions de plusieurs variables indépendantes 
ne ne 
alors, au lieu de la formule (9), on obtiendrait la suivante 


(10) ds = Ds du + Des dv + Dsdiw + ..., 


et chacune des différentielles du, dv, dw,... se trouverait à son tour déter- 
minée pour une équation semblable à la formule (9), en sorte qu'on aurait 


du = D,udx + D,udy + D,udz + .…., 
(11) do = D,vdx + D,vdy + D,vdz + …, 


etc... 


Donc alors, pour obtenir la valeur générale de ds exprimée en fonction des 
variables æ, y, 2,... et de leurs différentielles dx, dy, dz,.…., il suffirait de 
substituer dans le second membre de l'équation (10) les valeurs de du, dy, 
dw,…. fournies par les formules (1 1). 

Il pourrait arriver que, s étant fonction de 4, v, w,.., chacune des lettres 
u, 9, w,.. représentât non plus une fonction des variables indépendantes, 
mais une fonction composée d’autres fonctions, Au reste, il est clair que, dans 


(30) 
tous les cas, quel que soit le nombre des variables diverses, supposées fonc- 
tions les unes des autres, la différentielle totale de s pourra être déterminée 
par le système de plusieurs équations semblables aux formules (9), (10), (11). 
Les formules qui précèdent comprennent, comme cas particuliers , d’autres 
formules générales qu'on en déduirait sans peine. Ainsi , par exemple, comme 
en désignant par a, b deux constantes arbitraires, on trouve 


À (ax + b) = A(ax) — ax, 


par conséquent 


aGr+è) 
Ax FER 


la formule (1) donnera 
D, (ax at b) 4 
Par suite, si l’on pose 


$ — au + by + cw +..., 
la formule (10) donnera 


ds = adu + bdy + cdw +..., 


en sorte qu'on aura 
d'(au + bv + cw +...) = adu + bdv + cdw +... 


On se trouve ainsi ramené immédiatement à la formule (12) du & IF, la- 
quelle comprend comme cas particuliers les formules (5) et (9) du même 
paragraphe. 

Supposons maintenant que diverses variables se trouvent liées entre elles 
par une ou plusieurs équations. Les deux membres de chaque équation étant 
égaux, leurs différentielles seront égales, et l'égalité de ces différentielles 
constituera une équation nouvelle. On appelle équations différentielles les 
nouvelles équations que l’on obtient en différentiant les deux membres de 
chacune des équations données. Comme une quantité constante est celle qui 
ne varie pas, ou, en d’autres termes, celle qui ne reçoit pas d'accroissement, il 
est clair que la différentielle d'une constante s évanouit avec son accroissement 
même. Donc lorsqu'une équation offre pour second membre zéro, ou une 
autre constante, il suffit de différentier le premier membre de cette équation 
pour obtenir l'équation différentielle correspondante. 

Les règles qui servent à déterminer la différentielle du premier ordre d’une 


(31) 
. fonction quelconque peuvent encore évidemment servir à déterminer la dif- 
férentielle de cette différentielle ou la différentielle du second ordre, et gé- 
néralement les différentielles des divers ordres. Pareillement, étant données 
une ou plusieurs équations entre diverses variables, on pourra tirer parti 
des règles dont il s'agit pour différentier plusieurs fois de suite chaque 
équation , et pour obtenir ainsi ce qu’on appelle des équations différentielles 
de divers ordres. | 
Dans le paragraphe qui va suivre, nous ferons connaître diverses propriétés 
remarquables des différentielles et des fonctions dérivées d'un ordre quel- 
conque. 


$ IV. — Propriétés des différentielles et des fonctions dérivées des divers ordres. 


Aux théorèmes et aux formules que nous avons établis dans les paragra- 
phes précédents, il est utile de joindre la démonstration de quelques pro- 
priétés générales des différentielles des divers ordres. L’une de ces propriétés 
appartient à la fois aux accroissements des fonctions, à leurs différen- 
tielles et à leurs dérivées. Elle consiste en ce qu’on peut intervertir arbitrai- 
rement l'ordre dans lequel se succèdent deux ou plusieurs opérations, dont 
chacune est exprimée ou par l’une des caractéristiques 


A NA, Ar (VA A RARES 
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qui servent à indiquer des accroissements totaux ou partiels, ou par l’une 
des caractéristiques 


PE OO LS 


qui servent à indiquer des différentielles totales ou partielles, ou même par 
l'une des caractéristiques 


DE 


T9 


D 


qui servent à indiquer des dérivées partielles, sans altérer en aucune manière 
le résultat définitif de ces opérations diverses. Pour établir cette proposition, 
il suffit évidemment de faire voir que l’on pourra toujours, sans inconvénient, 
échanger entre elles deux de ces caractéristiques, écrites à la suite l'une de 
l'autre. Il y a plus: on pourra se borner à considérer le cas où les deux 
caractéristiques seraient dissemblables , la proposition étant évidente dans le 
cas contraire. 

Or, supposons que, la lettre s désignant une fonction de plusieurs variables 


( 32 ) 
. ZX, Ÿ,%,..., On nomme ç un accroissement partiel ou même total de cette 
fonction. On aura, en vertu des formules (4) et (5) du SIT, 
A(s+ç)=— As + As, 
d(s+5s)= ds + &. 
Donc, à un accroissement quelconque de s, représenté pars, correspondront 
un accroissement de As représenté par Aç, et un accroissement de la diffé- 
rentielle ds représenté par de. Ce n'est pas tout : comme les formules (4) et (5) 


du IT continuent de subsister, dans le cas même où l’on y remplace la carac- 
téristique À par l’une des caractéristiques 


la. Ve: CA PE A de di 
et la caractéristique d par l'une des caractéristiques 
d'Pte R d'd 2 
ou même par l’une des caractéristiques 
De DD. 
on peut affirmer qu à l'accroissement $ de la fonction s correspondront les 
accroissements 
Ac, A,S, À,Ss-., AzS; A,s, AzG... 
des expressions 
DS DS DU io 
et les accroissements 


dd de FA Leo tde,e., D,c;D,<, D. 


" 


des expressions 
Us, ds,45,..., 115,45, 08.:.., Ds, Us Der, 


Cela posé, concevons que les accroissements correspondants dont il s’agit se 
réduisent à ceux que l'on indique par l'une des caractéristiques 


A, À A5, À, A0 à. 


n? 


On conclura immédiatement de ce qui précède que l’on peut sans inconvé- 


(33) 
nient échanger entre elles deux de ces caractéristiques, ou échanger lune 


d'elles avec l’une des suivantes 


4.4.4... diodes De Ds Ds. 


(JE Re. 


Ainsi, par exemple, de ce qu'à l'accroissement < des, correspond l'accroisse- 
ment À « de A,s, on conclura qu'en posant 


re A,5; 
on doit avoir 
à GA, À,S, 
On aura donc par suite 
(1) À, A, pes À, A,s. 


Pareïllement, de ce qu’à l'accroissement ç de s correspond l'accroissement d,6 
de d,s, on conclura qu'en posant 


= A, (a 
on doit avoir. 

de à, ds. | 
On aura donc par suite 
(2) 3 A CT: 


On pourra d’ailleurs remplacer, dans les formules (1) et (2), les caractéristiques 
À, À, par deux quelconques des caractéristiques 


D 
et la caractéristique d, par l'une quelconque des caractéristiques 


TE D DU 


u9 um 


Concevons maintenant que l'on divise les deux membres de la formule (2) 
par l'accroissement + de la variable primitive. On trouvera 


d, Des, a, d,s 


Lt t d 


ou, ce qui revient au même, Eu égard à la formule (9), 


d A,S à a, ds, 
L 


! L 2? 
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puis, en faisant converger vers la limite zéro l'accroissement : et les accroisse- 
ments correspondants des variables comprises dans le groupe auquel se rap- 
porte la caractéristique AÀ,, on verra les rapports 


converger respectivement vers les limites 

d,s ? d, d, S. 
Donc, en passant aux limites, on trouvera 
(3) ur — d, ds. 


Ajoutons que, si la caractéristique d, indique une différentielle partielle 
relative à une seule variable, et se réduit par exemple à d,, on pourra aussi 


la réduire à D, en prenant dx pour unité. Cela posé, comme la formule (2) 


continue de subsister quand on y remplace la caractéristique À, par l'une 
quelconqne des suivantes 


AN AN ARR An 


Er Per. 1e de F7 


et la caractéristique d par l'une quelconque des suivantes 


DA dd Lab DD D. 


1. 


il est clair que la formule (3) continuera de subsister si l’on y remplace les 
caractéristiques d,, d, par deux quelconques des caractéristiques 


Didi de de. D, D 


mn? 


En résumé, les formules (1), (2), (3) et autres semblables entraînent la 
proposition suivante. 


1% Théorème. Supposons qu'une fonction s de plusieurs variables soit 
successivement soumise à diverses opérations dont chacune, ayant pour but 
de fournir un accroissement total ou partiel, une différentielle totale ou par- 


tielle, ou même une dérivée partielle , se trouve indiquée par l’une des carac- 
téristiques 


(35) 


L'expression qui résultera de ces opérations diverses offrira une valeur indé- 
pendante de l'ordre dans lequel se succéderont ces mêmes opérations, et par 
conséquent les caractéristiques qui serviront à les indiquer. On pourra donc, 
sans altérer cette valeur, intervertir arbitrairement l’ordre dans lequel les 
diverses lettres caractéristiques se trouveront rangées, comme si le système 
de ces lettres, écrites à la suite les unes des autres, représentait un véritable 
produit. 

Corollaire 1%. I suit des formules (8) et (9) du $ IT, que le théorème 5 
doit être étendu au cas même où l’une des caractéristiques, cessant d'indiquer 
un accroissement ou une différentielle, représenterait un coefficient con- 
stant. | 

Corollaire 2°. Le 3° théorème, et même l'équation (15), comprennent 
comme cas particulier la formule 


(4) AS = Ars, 
de laquelle on tire immédiatement la suivante 
(5) D.D,s — D,D.s, 


en considérant les variables x, y comme indépendantes et réduisant les diffé- 
rentielles dx ou dy de chacune d'elles à l'unité. Au reste , la formule (5) pour- 
rait être démontrée directement comme il suit : 

Corollaire 3°. Concevons que, s étant une fonction de deux variables x, y, 
on attribue à ces variables des accroissements infiniment petits 


DE De 0, 


indépendants l’un de l’autre et de ces variables mêmes. On aura d’abord 


DAS — À, à: 
et par suite 
A; A,s A, À;s 
L'HEA 2 


œ œ 


ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (8) du $ I, 


A; (A,5) rh (= 
es ; 


2 


puis on en conclura, en faisant converger « — Ax vers la limite zéro, 


D, A,s — A,D,s. 
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Si maintenant on divise par 6 les deux membres de la dernière équation, l'on 
trouvera 


? 


D, A,s A, D,s 
6 


ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (9) du $ I, 
APS. 
1. : Peer À . 


puis on en conclura, en faisant converger 6 — A, s vers la limite zéro, 


Dhs Dhs 


$ V. — Sur l'analyse des caractéristiques. 


Les lettres que l’on emploie dans la haute analyse sont de deux espèces. 
Les unes servent à représenter des quantités constantes ou variables, ou des 
expressions imaginaires ; les autres à indiquer des opérations diverses, et dans 
ce dernier cas ellesse nomment ordinairement caractéristiques. Ici en particu- 
lier nous désignerons sous le nom de caractéristiques différentielles les lettres 


AA 
dti 


A, 7 LUE À,, As, 
d, so FE d, LEE 
D., D,, D,..., 


n? 


1? 


employées dans les paragraphes précédents pour représenter diverses opé- 
rations dont chacune a pour but de fournir un accroissement total ou par- 
tiel, une différentielle totale ou partielle , ou bien encore une dérivée partielle 
d'une fonction donnée. De telles opérations peuvent se succéder les unes aux 
autres en nombre quelconque, et nous avons déjà observé qu'alors le ré- 
sultat définitif est indépendant de l'ordre dans lequel ces opérations s’effec- 
tuent, par conséquent de l’ordre dans lequel sont rangées les caractéristiques 
qui les indiquent. Or, de même qu'il est souvent utile de remplacer par une 
seule lettre une expression composée qui renfermait plusieurs lettres propres 
à représenter certaines quantités constantes ou variables, de même, pour sim- 
plifier les calculs, il peut être souvent utile de remplacer, soit par une seule 
lettre, soit du moins par un seul signe ou caractère spécial, le système de 
plusieurs opérations indiquées par diverses caractéristiques. Nous ajouterons 
qu'il paraît convenable d’affecter à cet emploi un caractère nouveau plutôt 
qu'une lettre, afin de ne pas augmenter le nombre de celles qui ont été enlevées 
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à l'analyse algébrique, et qui représentent, dans la haute analyse, non de 
simples quantités, mais des opérations de diverses natures. C'est pour ce mc- 
tif que divers auteurs, entre autres MM. Laplace et Brisson, ont employé, 
dans des cas semblables, deux caractères empruntés à la géométrie, savoir, 
le triangle et le carré, en ayant soin de renverser le triangle , de manière qu'il 
ne puisse être confondu avec un A. Nous suivrons ici cet exemple , comme 
nous l'avons déjà fait en diverses circonstances; et nous représenterons en 
particulier par l'un des caractères 


CR NS 


le’système de plusieurs opérations qu'indiqueraient, si elles étaient écrites 
à la suite l'une de l’autre, deux ou plusieurs des caractéristiques ci-dessus 
mentionnées 


LA A, he. A, Ts CRUE PER 
d, d\, d: de ds 4, 1 PRES 
DDoDe 


Cela posé, si, pour fixer les idées , on prend 
(1) DD, 

on aura, en nommant s une fonction quelconque de x, y, 
(2) vs HD 


Pareillement si l'on prend 


(3) V=dte, 
on aura 
(4) Vi —dd.d.5: 


etc... D'ailleurs, suivant l'observation ci-dessus rappelée, on pourra, dans les 

formules (2), (4), etc., et par suite aussi dans les formules (1), (5), etc., in- 
. . . Li , ® 

tervertir arbitrairement l’ordre dans lequel seront rangées les diverses carac- 

téristiques, comme si les expressions 


D,D,, d.d,d,, etc... 


étaient de véritables produits. Pour conserver le souvenir de cette analogie , 
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nous appellerons les expressions 


DLD,: dd;de, etc…., 


et autres semblables, des produits de caractéristiques. Les facteurs de ces 
produits seront les caractéristiques elles-mêmes que l’on pourra échanger 
entre elles dans chaque produit, en sorte qu'on aura par exemple , en vertu 
de la formule (1), 
VD -Db 

en vertu de la formule (3), 

V = d,d,d,= d,d,d, = d,d,d, 

— d,d,d, = d,d,d, = d,d,ü,, 


etc... Il suit d’ailleurs de ce qui a été dit dans le 2° paragraphe (3° théorème, 
corollaire 1‘), que l’on peut sans inconvénient , dans de semblables produits, 
et par conséquent dans les expressions que représenteront les notations 


en 


remplacer une ou plusieurs caractéristiques par des coefficients constants. 
Supposons maintenant quil s'agisse de combiner entre elles, par voie 
d'addition , plusieurs expressions de la forme 


Vo VV se- 
Le résultat de cette addition sera la somme 
VS+VS+V,S + … 


Mais, pour simplifier les notations, nous nous bornerons à écrire une seule 
fois la lettre s à la suite de l'expression 


V+V,+V,+.…, 


et en conséquence nous conviendrons de représenter la somme dont il s’agit 


par la formule 
CVHV HV, +...)s. 


Cette convention nouvelle fournit un moyen d'abréger les formules. Elle per- 
met, par exemple, de réduire l'équation (22) du $ IT, savoir, 


(5) ds = d,s + d,s + d,s +.…., 


( 39 ) 


à la forme plus simple 
(6) ds=(d,+d,+d,+..)s. 


Il y a plus : la formule (6) devant subsister quelle que soit la fonction repré- 
sentée par la lettre s, on l’abrégera encore en effaçant cette lettre, et alors 
on trouvera 


(7) d=d,+d,+4d,+.….. 
Les expressions de la forme 
d, + d,+ d, +.…, 
ou plus généralement de la forme 
Vis 


devront être naturellement appelées des sommes de caractéristiques. Lors- 
qu'une semblable somme se réduit d'elle-même, comme on le voit dans la 
formule (7), à une seule caractéristique, on peut profiter de cette réduction 
pour simplifier le calcul. Dans le cas contraire, on parvient au même but en 
se servant d'un caractère nouveau pour représenter une telle somme. Nous 
supposerons ici que l'on affecte à cet emploi l’un des caractères 


Ü, Es C1, mA ER 
Cela posé, lorsque nous prendrons pour exemple 
(8) = V+HV,+V,+.…, 


la formule (8) sera une formule symbolique dont nous nous servirons pour 
exprimer que le sens de la notation Os se trouvera défini, quelle que soit la 
fonction s , par l'équation 


OM Os = Vs + Vs + V,s +. 
Les nouveaux caractères 
VV Vo Ne 
CDD CR CN. 


destinés à représenter ou des produits formés avec les caractéristiques 


simples 
À, À, A, a. , &; à, Pa FR 3 
d, 4. 1 d., 9 7; 2 7; A PE ? 
LL ». D; 


43 
ou des sommes de semblables produits, sont ce que nous pouvons appeler des 
caractéristiques composées. Les propriétés de ces nouvelles caractéristiques se 
déduisent aisément des principes établis dans les précédents paragraphes. 
Ainsi, en particulier, puisque les formules (4), (5) du $ K* s'étendent au cas 
même où l'on remplace les accroissements totaux par des accroissements par- 
tiels, ou les différentielles totales par des différentielles partielles, il est clair 


qu'en désignant He u,v,w,.. des fonctions quelconques, on aura non-seu- 
lement 


d'(u+v+w+...) = du+ do + dw +. 
d,(u+v+w+...) = du+d,s + da +, 


pue. 
mails encore 
d{u+v+w +...) = d, {du + ds, + dw +...) 
— dd,u + d dv + d'dw +.…., 


et que l'on trouvera généralement de la même manière 


(10) dd d.….(u+v+w+.…) = d dd. u+dd,d,...v+dd,d,...w—+etc. 


FRCIROU (ART LE um n° 


Il y a plus: on pourra, dans la dernière équation , remplacer chacune des 
caractéristiques par l’une quelconque des caractéristiques simples dont nous 
nous servons pour indiquer des accroissements, des différentielles ou des dé- 
rivées ; ou même par un coefficient constant. Donc , dans la formule (10)on 
pourra au produit dd,d,... substituer l'un quelronque de ceux que peut re- 


20/2 


présenter la caractéristique composée V, et l'on aura généralement 
(11) Vu + v+w +...) = Vu + Vo + Vw +... 


Ce n'est pas tout; comme, en vertu des conventions adoptées , on aura géné- 
ralement 


(12) HV, HV,+)Ss=VS VS EV 5 +, 
il est clair que si l'on pose 


(13) S=U+p+Ww +... 


(#1) 


on tirera des formules (11) et (12) 


(VHV,+V, +.) S=Vu Vu HV u +. 
HVo Vo HV, 0 +. 
Vu HV uw V we... 


ou , ce qui revient au même, eu égard à la formule (12), 


(HV, +V,+.)s =(V LV +V,+...)u 
L(VHV +V,+..)v 
+(VHV,+V,+.)w 
+ etc. 
Donc , en supposant pour abréger 
O=VEV +V, +: 
on aura 


(14) Os = Ou + Ov +OW+... 
ou, en d’autres termes, 


(15) Qu +» + w +...) = 04 +00 + 0Ww+.… 


Les formules (11) et (15), qui sont semblables aux formules (4), (5) du SI, 


entraîneront évidemment la proposition suivante. 


1x Théorème. Le résultat que produit l'application d’une caractéristique 
simple ou composée à la somme de plusieurs termes ne diffère pas de celui 
qu'on obtiendrait en appliquant successivement la même caractéristique 


aux divers termes dont il s’agit. 
Supposons maintenant qu'à une expression de la forme 


V5; 


on veuille appliquer une nouvelle caractéristique composée V,. Il est clair 


que, dans l'expression nouvelle 
2 V ’ S; 


ainsi obtenue , la partie indépendante de s, savoir, 


l'A 


représentera tout à la fois un produit de caractéristiques simples et ce qu'on 
peut appeler le produit des caractéristiques composées V,, V,: Or, l'ordre dans 
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lequel se succèdent les facteurs du premier produit pouvant être interverti 
arbitrairement, il en résulte que, dans le second produit, on pourra échan- 
ger entre elles les caractéristiques composées V,, V,. On aura donc généra- 
lement 
(16) V,V,Ss = V,V,s. 
I y a plus: si l'on pose 
| Q=V+V,+V,+.… 
CE 
TN VEe+.., 
on trouvera non-seulement 
SNS EVE st... 
mais encore , eu égard à la formule (14), 
Q'os =0'Vs +O'V,S + D'V,S +... 
D'autre part, eu égard à la formule (9), on aura 
Va VV ENV Vs +2. 
OV ,s=NNis EVV,5 +, 
DV ,SÆVN SÆNV Vis Hs, 
eic... 


Donc on trouvera définitivement 
Q0's =V'Vs+V'Vs VV, ss +. 
(17) VV + VV ss + VV ,S +. 
—+- etc... 


On trouvera de même 


QCYs =VV's HV V's + V V's +. 
(18) HR VV's +V V's +V VS +... 
+ etc... 


Donc, eu égard à la formule (16), on aura généralement 


(19) 0e vos a0s. 


Les formules (16), (18), qui sont semblables aux formules (13), (14), (15) du 
$ E*, entraînent évidemment la proposition suivante. 
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2° Théorème. Le résultat que produit l'application simultanée de deux 
caractéristiques différentielles, simples ou composées, à une fonction quel- 
conque 5, est indépendant de l’ordre dans lequel se trouvent rangées ces 
mêmes caractéristiques. 


Corollaire. Si l’on efface la’lettre s dans les deux membres de la formule 
(19), on obtiendra la suivante : 


(20) FPE CLT 


En vertu de cette dernière, l'expression [} ©, qui représente le produit de 
deux caractéristiques composées, sera, comme tout produit de deux fac- 
teurs, indépendant de l’ordre dans lequel ces mêmes facteurs se trouveront 
écrits. : 

Concevons maintenant que l’on applique simultanément à une fonction 
quelconque s diverses caractéristiques simples ou composées. On pourra, 
sans altérer la valeur de l'expression ainsi obtenue, échanger entre elles deux 
quelconques de ces caractéristiques, et, à l'aide de semblables échanges plu- 
sieurs fois répétés, on pourra évidemment amener à la première , à la se- 
conde, à la troisième place... telle caractéristique que l’on voudra. Donc, l'ex- 
pression obtenue offrira une valeur indépendante de l’ordre dans lequel on 
rangera les diverses caractéristiques, et l'on pourra énoncer la proposition 
suivante. 

3° Théorème. Le résultat que produit l'application simultanée de plusieurs 
caractéristiques différentielles, simples ou composées, à une fonction quel- 
conque s, offre une valeur indépendante de l'ordre dans lequel ces mêmes 
caractéristiques se trouvent rangées. 


Corollaire. En vertu du 4° théorème, une expression de la forme 


Fa) 7 C,...S 


LJ un, y 


offrira toujours une valeur indépendante de l'ordre “dans lequel se succéde- 
ront les caractéristiques [}, T1, [,,..., et par suite le produit de ces caracté- 
ristiques, c'est-à-dire l'expression 


EF BL EL 


sera, comme un produit de quantités véritables, indépendant de l’ordre dans 
lequel ses divers facteurs se trouveront écrits. à 
Lorsqu'on efface la lettre s dans les deux membres de la formule (18), 
6. 


(44) 
cette formule, qui suppose 
VA VER Vis CN diet 
se réduit simplement à 
A POUR PAP EN VE 
UNE N NON OV a. 


On aura donc généralement 


DT nes CV LEE EN db a ab io boouRR uni 
ne VV + V VV, VE... 
Er 


non-seulement lorsque les lettres 
1 [/4 
Ver Vi. 


‘représenteront des quantités véritables, mais aussi lorsqu'elles représente- 
ront des produits de caractéristiques. Au reste, la formule (20) est une con- 


séquence immédiate des deux formules 


CV + V + V, NN ss NN V Vis + 
V'(VHV,+V,+...)s — V'Vs + V'V,s + WV SE 9 


ui se tirent immédiatement, la première de l'équation (12), la seconde 
des formules (11), (12), et qui se réduisent, quand on efface la lettre s, aux 


deux suivantes 


dan A NN 
) À pi Te v, +.) = VV VV HE VV, +. 


Observons d’ailleurs qu'une expression de la forme 
Her Le. 


se réduisant, en dernière analyse, à une somme de produits de caractéris- 
tiques simples, n'offre rien de plus général qu'une expression de la forme 


VA VV, Fr 


Cela posé, comme les produits de caractéristiques simples renfermés dans le 


\ 


(45) 


développement de l'expression 
(O + © 0, ) (EN + +...) 


_seront précisément ceux qu'on obtiendra en développant les expressions di- 
verses | 
NE ENT ÉRIT,., 


D LE PO OR ER PU EE 
il est clair que la formule (21) entraînera encore la suivante 


(GS) TOFD' LOS.) CE CE + iii DIT OCT POUR 
+ 00’ + 0,0" + 0,0" +. 
+... 


En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante : 


4° Théorème. Si l'on multiplie l'une par l'autre deux sommes de caracté- 
ristiques différentielles simples ou composées, le produit de ces deux sommes 
sera la somme des produits partiels qu'on obtiendra en multipliant successi- 
vement les divers termes de la première somme par les divers termes de la 
seconde. Il se calculera donc de la même manière que si les divers termes 
compris dans les deux sommes représentaient de véritables quantités. 

Corollaire. Après s'être servi du théorème précédent pour obtenir le pro- 
duit de deux sommes de caractéristiques multipliées l'une par l’autre, on 
peut s'en servir encore pour obtenir des résultats auxquels on parviendrait 
en multipliant d'abord ce produit par une troisième somme, puis le produit 
des trois sommes par une quatrième, et ainsi de suite. En opérant de cette ma- 
nière , on obtiendra successivement diverses formules qui seront toutes four- 
nies par le théorème suivant. | 


5° Théorème. Si l'on multiplie l'une par l’autre plusieurs sommes de carac- 
téristiques différentielles simples ou composées, le produit de ces sommes 
sera la somme des produits partiels qu'on pourra former en multipliant un 
terme quelconque de la première somme, par un terme quelconque de la. 
seconde, par un terme quelconque de la troisième, etc. Le produit cherché 
pourra donc se calculer, comme si les divers termes des sommes proposées 
représentaient de véritables quantités. 

Corollaire 1%. Si les différentes sommes, étant au nombre de 2, deve- 
naient toutes pareilles l’une à l’autre, le 5° théorème fournirait le dévelop- 
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pement d’une expression de la forme 
G+0,+0,+..). 


Si chaque somme renferme deux termes seulement, l'expression dont il s’agit 
sera réduite à 

(Q+0);, 
et l’on trouvera 


— 


(24)  (0+0ÿ=0+<0"0.+ Rene UNE 


On peut aisément , de cette dernière formule, déduire, comme on va le voir, 
diverses formules a Le que présentent le calcul des différences finies et 
le calcul différentiel. | 


Corollaire 1°’. Soient s une fonction de x, et As l'accroissement de s cor- 
respondant à l'accroissement Ax de la variable x. Posons d’ailleurs 


(25) | O=1+A, 
en sorte quon ait 
(26) Os = s + As. 


La notation 
< ns 


représentera évidemment ce que devient s quand on fait croître x de Ax; et 
par suite les notations 
D 


représenteront ce que devient s quand on fait croître une ou plusieurs fois 
de suite x de Ax, c’est-à-dire, en d'autres termes, quand on attribue à x 


les accroissements 
Ad.a4%s, 34, loi 


Donc, en général, [}*s sera ce que devient s quand on fait croître x de n Ax. 
D'ailleurs, on tirera de la formule (25) non-seulement 


(27) Mer; 


mais aussi 


(47) 


et par suite, eu égard à la formule (24), 


(28) Di op Ur) 
n —pun _ Fine n(r—:1) n—2 
(29) M=0 FO ee 
On aura donc 
(30) Ms = + Ag AT da ans 
I 1 :2 
et 
(31) D 


Corollaire °°. Supposons maintenant que s représente une fonction de 
deux variables x, y. On aura généralement 


(32) ds = d,s + d,s, 


ou, ce qui revient au même, 


| ds = (d, + d,)s. 
En effaçant s dans les deux membres de cette dernière formule, on trouvera 
(33) ddr 4. 


et par suite 
d" = (d, + d,}"; 


puis on en conclura, eu égard à la formule (24), 


(34) Hd dede 
On aura donc généralement 
GS) d's=dis+ dit ds + EU ge Ds +... + dis 


Corollaire 3°. Supposons 
(36) CR 


u et y étant des fonctions quelconques d’autres variables qui peuvent n'être 
que les mêmes dans w et dans v. Désignons, à l’aide de la caractéristique 


(48) 
une différentiation partielle opérée comme si seul variait, et à l’aide de la 
caractéristique d, une différentiation partielle opérée comme si # seul variait. 


On aura 


(37) Med AS, 


ou, ce qui revient au même, 


I 


ds = (d, + d,}s. 
En effacant s dans les deux membres de cette dernière formule , on trouvera 
1 M d pu 1 a; 
et par suite 
d” ji we (d ji A d:}?, 
puis on en conclura, eu égard à la formule (24), 


G8) d'=d'+fdma + Ed de 


On aura donc généralement 


A États à 


(Go) d's=d}s+-d;" d,s + Le LT SRE LS 


D'autre part, en faisant varier dans s le seul facteur w, on tirera successive 
ment de la formule (36) 
ds=vdu, ds=vdiu, dis=vd;u,ete., 
et généralement 
(40) d's <6d'u, 
L'étant un nombre entier quelconque ; puis, en faisant varier le seul facteur v, 


on tirera successivement de la formule (40) 


2 2 y ! 
dés -dr de, d’ d's = divadiu;, ttc, 


[2 ! 


et généralement 


(41) dd s= d?v.diu. 


( 49 ) 


1l y a plus, comme on aura identiquement 
d"'v=d"s, ‘d'u = d'u, 
la formule (41) pourra être réduite à 
(42) d' ds vd 
Donc, en remplaçant s par le produit 4 dans l'équation (59), on trouvera 


(43) d' (us) = v d” u+” dvd" "u + pen) d'od'?u+...+ ud v. 

La démonstration que nous venons de donner de la formule (43) semble, 
au premier abord, n'être applicable qu’au cas où les variables desquelles dé- 
pend le facteur z sont distinctes des variables desquelles dépend le facteur v; 
en sorte que les caractéristiques d,, d, indiquent des différentiations rela- 
tives à deux groupes de variables distincts l'un de l’autre. Toutefois la for- 
mule (43) s'étend au cas même où plusieurs variables 


KT 8,1. 


seraient communes aux deux groupes; et, pour rendre notre démonstration 
applicable à ce dernier cas, il suffit de concevoir que l'on range, parmi les 
opérations indiquées à l’aide de la caractéristique d, les différentiations rela- 
tives aux æ,Y,Z,... qui se trouvent compris dans le facteur x ou qui en pro- 
viennent , et, parmi les opérations indiquées à l’aide de la caractéristique d,, 
les différentiations relatives aux æ,Y, z,... qui se trouvent compris dans le 
facteur # ou qui en proviennent. | 

Dans le cas particulier où w est fonction d’une seule variable x, et y fonc- 
tion d'une seule variable y, l'équation (43) peut être déduite directement de 


l'équation (35). 


a 
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MÉMOIRE 


SUR LE 


CALCUL DES VARIATIONS. 


PRÉLIMINAIRES. — Considérations générales. 


Les premiers géomètres qui se sont occupés des problèmes dont les solu- 
tions se tirent aujourd'hui du calcul des variations, ont été conduits à exa- 
miner ce qui se passe quand on fait varier infiniment peu, non-seulement 
diverses quantités, et les fonctions qui en dépendent, mais encore les formes 
mêmes de ces fonctions. Ainsi, en particulier, dans le bel ouvrage qui a pour 
ütre: Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gau- 
dentes, Euler a considéré les accroissements infiniment petits que prennent 
diverses fonctions d'une abscisse variable , par exemple, l’ordonnée d'une 
courbe et les dérivées de cette ordonnée, quand le point avec lequel coïncide 
l'extrémité de l’ordonnée se trouve remplacé, non par un second point de la 
même courbe, très-voisin du premier et correspondant à une nouvelle 
abscisse, mais par un point correspondant à la même abscisse et situé sur une 
seconde courbe très-voisine de la première. Ces accroissements infiniment 
petits d’une nouvelle espèce, distincts, sous un certain point de vue, de ceux 
que Leibnitz avait désignés sous le nom de différentielles, devaient être natu- 
rellement considérés comme le résultat d’un nouveau genre de différentiation. 
Aussi ont-ils été nommés par Euler des différentielles d’un nouveau genre 
(Methodus, p. 27). Euler a d’ailleurs reconnu combien il importait de ne pas 
représenter simultanément, à l’aide de la même notation, les nouvelles dif- 
férentielles et les différentielles ordinaires, avec lesquelles on pourrait aisé- 
ment les confondre; et, pour éviter cette confusion, il a imaginé d'exprimer 
les différentielles ordinaires, considérées comme des accroissements infini- 
ment petits, à l'aide de valeurs consécutives des variables et des fonctions. 
Il eût été plus simple de représenter, à l’aide d'une nouvelle notation, les 
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nouvelles différentielles; et, si Euler eût pris ce dernier parti, il serait immé- 
diatement arrivé au calcul des variations de notre illustre Lagrange. 

En réalité, les variations de Lagrange étaient primitivement ce que de- 
viennent les différentielles de Leibnitz, c’est-à-dire les accroissements infi- 
niment petits des variables et des fonctions, quand on suppose ces accroisse- 
ments produits non-seulement par le changement de valeur des variables, 
mais aussi par le changement de forme des fonctions diverses. Mais, après 
avoir cherché à écarter du calcul différentiel la notion des quantités infi- 
niment petites, Lagrange ne pouvait vouloir la conserver dans le calcul des 
variations. Aussi, dans la Théorie des fonctions analytiques, les variations se 
présentent-elles, non plus comme des accroissements infiniment petits simul- 
tanément attribués aux variables ou fonctions proposées, mais comme des 
dérivées relatives à une nouvelle variable généralement distincte de toutes les 
autres. 

Euler, qui a lui-même accueilli avec empressement le calcul des varia- 
tions, considérait les variations non comme des dérivées, mais comme des 
différentielles relatives à une nouvelle variable indépendante qui peut être 
censée représenter le temps. 

Sans exclure ce point de vue, nous donnerons pour les variations une dé- 
finition analogue à celle que nous avons donnée pour les différentielles dans 
le précédent Mémoire; et, lorsque plusieurs quantités et fonctions pourront 
changer simultanément de valeurs et de forme, leurs variations seront, 
pour nous, de nouvelles variables et de nouvelles fonctions dont les rapports 
seront égaux aux limites des rapports entre les accroissements infiniment 
petits des variables et des fonctions proposées. 

Cette définition, que j'ai proposée aux géomètres dans le Mémoire sur Les 
méthodes analytiques [voir le Recueil publié à Milan, et intitulé : Biblio- 
theca italiana], peut être simplifiée par la considération d’une variable 
dont la variation serait l'unité, et être ainsi réduite aux termes suivants : 

La variation d'une variable ou fonction quelconque est la limite du rap- 
port entre les accroissements infiniment petits que peuvent acquérir simul- 
tanément la variable ou la fonction dont il. s’agit et une variable nouvelle 
dont la variation serait prise pour unité. 

En vertu de cette dernière définition, les variations se réduisent à des dif- 
férentielles prises par rapport à une nouvelle variable, comme le voulait 
Euler. Seulement ces différentielles, au lieu d’être ou des quantités infini- 
ment petites, ou de véritables zéros, offrent des valeurs finies. 


$ I”. — Définitions. Notations. 


Comme je l'ai rappelé ais le précédent Mémoire, les différentielles de 
plusieurs quantités variables dépendantes ou AT Ou les unes des 
autres peuvent être définies de nouvelles quantités dont les rapports sont 

égaux aux limites des rapports entre les accroissements simultanés et infi- 
niment petits des variables proposées. 

On peut donner, pour les variations des quantités et des fonctions, une 
définition analogue, comprise dans les termes suivants : 

Lorsque plusieurs quantités et fonctions changent simultanément de va- 
leurs et de formes, leurs variations se réduisent à de nouvelles quantités et 
à de nouvelles fonctions dont les rapports sont égaux aux limites des rap- 
ports entre les accroissements infiniment petits et correspondants des quan- 
tités et des fonctions proposées. 

Ces définitions, que j'ai données dans le Mémoire sur Les méthodes ana- 
lytiques, mettent en évidence l'analogie qui existe entre le calcul différen- 
tiel et le calcul des variations. Lorsque les formes des fonctions proposées 
ne varient pas, les variations des diverses quantités que l’on considère se 
réduisent simplement à leurs différentielles. 

Pour étendre les définitions précédentes au cas où les variables devien- 
draient imaginaires, il suffirait d'y remplacer le mot quantité par ceux-ci 
expressions imaginaires, attendu qu'alors les variations elles-mêmes cesse- 
raicnt généralement d'être réelles. 

Nous indiquerons, suivant l'usage, les accroissements simultanés, finis ou 
infiniment petits, des variables ou fonctions proposées, à l’aide de la carac- 
téristique À, et leurs variations à l'aide de la caractéristique d. En consé- 
quence, si l'on nomme 


TL, dons M0, AP. 


ces variables ou fonctions, leurs accroissements simultanés, finis ou infini- 


ment petits, seront 
dx; Ay, 02,.:5% Au, A0, Aus, 


tandis que les notations 
Of, Vy, 02,1: Qu, düs OW:.: 


représenteront leurs variations, c'est-à-dire des variables ou des fonctions 
nouvelles dont les rapports seront égaux aux limites des rapports entre les 
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accroissements infiniment petits 
A, A7, A2... lu U, AP, Aw,,,.. 
On peut concevoir que les accroissements infiniment petits 
Axÿ AY, Az,:.., Au, FA AW; 
des variables ou fonctions proposées 
M, N: Zi, UV W,.<., 


correspondent à l'accroissement infiniment petit Aë d'une seule variable 
indépendante é£, comprise ou non comprise parmi les variables données, et 
qui sera censée, si l'on veut, représenter le temps. Cela posé, soit s une 
variable ou fonction distincte de t. En vertu des définitions adoptées, le 
rapport entre les variations ds, d£ sera la limite du rapport entre les accrois- 
senfents infiniment petits As, Af, en sorte quon aura 


slim’ 
FE Ÿ à 
et, par suite, & 


PA 
ds — d't lim. 2. 
At 


Il importe d'observer que les variations de plusieurs quantités ne se trou- 
vent pas complétement déterminées par la définition que nous en avons 
donnée. Cette définition, lors même que toutes les quantités proposées se 
réduisent à des fonctions d’une seule variable indépendante, fournit seule- 
ment le rapport entre la variation ds d'une variable ou fonction quelconque s, 
et la variation dé de la variable indépendante £. Mais cette dernière varia- 
tion dé demeure entièrement arbitraire. 

Lorsque l’on compare, comme on vient de le faire, les variations de 
toutes les variables ou fonctions proposées à la variation d’une seule variable 
indépendante #, un moyen de simplifier les calculs est de réduire cette va- 
riation qui reste arbitraire à l'unité. Ajoutons que, si l’on pose 


ENT 


rien n’empêchera de considérer l'accroissement : de la variable indépen- 
dante £ comme une nouvelle variable indépendante. C'est ce que nous ferons 
désormais, en sorte que l'accroissement : sera supposé indépendant de la 
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variable £ et de toutes les autres. D'ailleurs, pour abréger le discours, nous 
désignerons la variable indépendante #, de laquelle les valeurs des autres 
variables ainsi que les formes des diverses fonctions seront censées dé- 
pendre, et dont la variation sera réduite à l'unité, sous le nom de variable 
primitive. Cela posé, la variation d'une variable quelconque s ne sera autre 
chose que la limite du rapport entre les accroissements infiniment petits As 
et 1 de cette variable et de la variable primitive. Effectivement, de l'équa- 
tion 


ds — 0 lim. ©, 
At 
jointe aux formules 
OR At 
on tirera immédiatement 
(x) ds— lim. ©. 


Concevons, maintenant, que la quantité s dépende de plusieurs variables 
ou fonctions 
CAR OR PEN PS Le AL NA 


On pourra partager ces variables ou fonctions en divers groupes ou systèmes, 
et chercher l'accroissement que s reçoit quand on attribue des accroisse- 
ments infiniment petits 

A, AY, 8%,..:, Nu AV: AW. 
à toutes les variables 


DS MN Boris ADP HE à 


ou seulement aux variables comprises dans le premier groupe, dans le se- 
cond, dans le troisième. .. En opérant ainsi, on obtiendra, dans le premier 
cas, l'accroissement total de s que nous continuerons à exprimer par la 


notation 
AS, 


et, dans le second cas, un accroissement partiel de s, qui correspondra au 
changement de valeur ou de forme des variables ou fonctions comprises 
dans un seul groupe, et qui sera représenté par l’une des notations 


m5, DST AS,..,: 


À l'accroissement total As correspondra la variation totale ds déterminée 
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par la formule (1); et de même, aux accroissements partiels 


Is MS, DS. à +’, 


[//4 
correspondront des variations partielles 
N] 
PSC, Pr 


déterminées par des équations de la forme 
| 4 A,s 
(2) ds — lim. —. 
L 
Si la quantité s était une fonction de 
DRE DE US ES UP RE 


qui pût changer de forme, alors, dans la recherche de l’accroissement 
total As et de la variation totale ds, il faudrait tenir compte du change- 
ment de forme dont il s’agit. En ayant égard seulement à ce changement 
de forme, et laissant d’ailleurs invariables les quantités 


Dis Vos Pia vs. ES V5 Mihi..s 


on obtiendrait non plus la variation totale de s, mais une variation partielle 
qui devrait naturellement s'appeler la variation propre de la fonction s. 

Pareillement, si des fonctions de diverses variables x, y, z,... sont re- 
présentées par 4, ÿ, w,... et peuvent changer de forme, les variations 
propres de ces fonctions ne seront autre chose que leurs variations partielles 
correspondantes, non pas au changement de valeur d’une ou de plusieurs 
variables, mais seulement au changement dé forme dont il s’agit. 

Lorsque, dans un calcul, diverses variables seront fonctions les unes des 
autres, nous appellerons variables simples ou du premier ordre celles dont 
toutes les autres seront des fonctions. Nous appellerons, au contraire, va- 
riablés du second ordre celles qui s'exprimeront en fonction des variables du 
premier ordre, variables du troisième ordre celles qui s’exprimeront en 
fonction des variables du second ordre, et ainsi de suite. Cela posé, il est 
clair que les variations propres des variables simples se confondront tou- 
jours avec leurs variations totales. 

Lorsqu'une fonction s dépendra de variables de divers ordres, représen- 
tées chacune par une fonction qui pourra changer de forme, nous désigne- 
rons, à l’aide de la caractéristique d\, et par la notation 


ds, 
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ou la variation propre de la quantité s, si cette quantité, considérée comme 
fonction des autres variables, peut elle-même changer de forme; ou, dans 
le cas contraire, la variation partielle de s correspondante aux variations 
propres de quelques-unes des autres variables, savoir, de celles qui seront 
de l’ordre le plus élevé. Si l'on désigne par 


TL, Ÿs 25 VIOLE, Ps QU 


les variables de divers ordres, desquelles dépendra la quantité s, les varia- 
tions propres de ces variables seront elles-mêmes représentées, à l’aide de 
la caractéristique d\, par les notations 


Ax, dy, Az,..…., du, dv, Aw, 
et, si la variable x se réduit à une variable simple, on aura identiquement 
dx = im 


Concevons à présent que, la quantité s étant une quantité qui dépende de 
plusieurs variables et de plusieurs fonctions, on nomme 


As, Ass A suis. 


des accroissements partiels de s, dont chacun corresponde aux accroisse- 
ments infiniment petits que reçoivent quelques-unes de ces fonctions, lors- 
qu'on change infiniment peu leur forme sans changer la valeur des variables 
qu'elles renferment. Aux accroissements partiels 


À 5, A6, Aie 


correspondront encore des variations partielles de s, qui pourront encore 
être représentées par 


d8, 0.5, 8308: 


et qui se trouveront encore déterminées par des formules semblables à 
l'équation (2). 

Après avoir partagé en plusieurs groupes les variables ou fonctions des- 
quelles dépend la quantité s, on peut calculer non-seulement ses accroisse- 
ments partiels du premier ordre Ç + 


A, 59 A; À,5,2,%% 


correspondants au changement de valeur des variables ou au changement 
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de forme des fonctions comprises dans les divers groupes, mais encore ses 
accroissements partiels du. second ordre, par exemple, 


AA,S, AA,5,..., À,A,8,...; 
ses accroissements partiels du troisième ordre, par exemple, 
A,À, AS. nie 


etc. À ces accroissements partiels des divers ordres correspondront des 
variations partielles des divers ordres. Ainsi, en particulier, outre les 
variations partielles du premier ordre représentées par les notations 


6 AO OT 


on pourra obtenir des variations partielles du seconcl ordre représentées 
par les notations 


\ n \ é 
JU se QD.) 00e 


! 1/2 W [24 


des variations partielles du troisième ordre représentées par les notations 
N 
0,0,9,5,. ee 


Il y a plus: outre les accroissements et variations de divers ordres que pro- 
duisent plusieurs opérations successivement effectuées, mais dissemblables 
entre elles, on pourra considérer des accroissements totaux ou partiels, et 
des variations totales ou partielles, qui seraient les résultats d'opérations 
dont plusieurs seraient semblables les unes aux autres. Tels seraient, par 
exemple, les accroissements totaux ou partiels exprimés par les notations 


AAs, AAAs, AAAAS 
ANA NM AMAR 
et les variations totales ou partielles exprimées par les notations 
ds, dods, dddds,..., 
FPS, CDS 00 DSi. 
Pour plus de commodité, on est convenu d'écrire 


A2, À°,...,' au Bee de : A4, :"AAE, :. 


2 3 j 
dd... athende 30. AA, 
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(58 ) 
et pareillement 


d%, dise: amende 04, 0d0..:.: 
9®, 0%..:, aibeu de 00,902... 


comme si les notations 
AA AA SU RAS RAD. 
dd, 208 Don dd. 


représentaient de véritables produits. Eu égard à cette convention, les varia- 
tions totales des divers ordres de la fonction s se trouvent représentées par 
les notations 


ri 8 
0 Ti 0 SL 
tandis que les variations partielles 
. \ 
HA RTS ds 

se trouvent représentées par les notations 

N2 5) > | 

DT 00, 


En terminant ce paragraphe, nous ferons remarquer la connexion intime 
qui existe, en vertu des principes mêmes que nous avons établis, entre le 
calcul des variations et le calcul différentiel. 

Nous avons déjà observé que les variations totales de quantités variables 
peuvent être censées se réduire à leurs différentielles, dans le cas où les 
fonctions comprises parmi ces quantités ne changent pas de forme. 

J'ajoute que, dans tous les cas, les variations totales des quantités que l’on 
considère peuvent être regardées comme des dérivées ou des différentielles 
prises par rapport à la variable primitive #, dont l'accroissement Af est censé 
déterminer les changements de valeur ou de forme des variables, ou des 
fonctions proposées. En effet, s étant l’une quelconque de ces variables ou 
fonctions, nommons, comme ci-dessus, 


As 


l'accroissement total de s correspondant à l'accroissement : — At de la va- 
riable primitive £; et posons, pour abréger, 


D = $ + A! 


( 59 ) 


CRT) 


Les deux quantités 


pourront être considérées comme représentant les deux valeurs particulières 
que prendra une certaine fonction 8 de la variable +, pour une valeur donnée 
de cette variable, et pour la même valeur augmentée de : — At. Par suite, la 
limite vers laquelle convergera le rapport | 


AS 


? 
L 


L 


tandis que At s’approchera indéfiniment de la limite zéro, ne sera autre 
chose que la valeur particulière de la dérivée 


D,s, 


correspondante à la valeur donnée de t. Donc, en vertu de l'équation (1), la 
variation totale ds se confondra simplement avec la dérivée 


Ds, 


ou plutôt avec la valeur qu'acquerra cette dérivée pour une valeur particu- 
lière de £. 

D'ailleurs, £ étant, par hypothèse, la variable primitive, la différentielle dé 
se réduira simplement à l'unité; en sorte que la fonction dérivée 


D,s 
ne différera pas de la différentielle partielle 


d,s 
prise par rapport à é. 

Il est juste d'observer que, dans la vingt-deuxième Lecon du Calcul des 
fonctions, Lagrange avait déjà regardé les variations de quantités variables 
comme représentant des dérivées prises par rapport à une nouvelle variable, 
distincte de toutes celles que l’on considérait d’abord. 


$ II. — Sur la continuité des fonctions et de leurs variations. Propriétés générales des 
variations de plusieurs variables ou fonctions liées entre elles par des équations connues. 


Supposer, comme on le fait dans le calcul des variations, qu'à des accrois- 
sements infiniment petits des variables correspondent des accroissements in- 
finiment petits des fonctions, c’est supposer implicitement que les fonctions 

8. 


( 60 ) 
restent continues. On ne doit donc pas être étonné de rencontrer, dans le 
calcul des variations, des définitions, des formules et des théorèmes qui cessent 
d'être applicables ou d'offrir un sens précis et déterminé, quand les fonc- 
tions deviennent discontinues. On ne doit pas être étonné de voir, dans des 
cas semblables, la formule (1) du $ I° fournir, pour la variation ds, une va- 
leur infinie ou même indéterminée. 

Sans perdre de vue ces observations, nous allons maintenant faire voir avec 
quelle facilité on peut , des principes établis dans le premier paragraphe, dé- 
duire les propriétés générales des variations de plusieurs variables ou fonc- 
tions liées entre elles par des relations connues. 

Soit s une variable ou fonction quelconque ; soient encore 


As ete 


les accroissements infiniment petits et simultanés de la variable ou fonction s, 
et de la variable primitive, dont la variation est l'unité. La variation de s, ou 
ds sera, comme on l’a vu dans le $ I‘, déterminée par la formule 


(1) ds = lim. — 


Cela posé, concevons d’abord que la variable ou fonction s soit la somme 
de plusieurs autres variables ou fonctions 


U, ÿ, w, 
, . 
en sorte quon ait 
(2) | S—=U + VW + .... 
Quand on attribuera aux variables ou fonctions 
00. 
les accroissements infiniment petits 
Ati BV APS 


s croîtra évidemment d’une quantité représentée par la somme de ces ac- 
croissements. On aura donc 


As = Au + Ap + Am + ...; 


(61) 
puis, en divisant par : chaque membre de la dernière équation, et faisant 
ensuite converger : vers la limite zéro , on trouvera non-seulement 


Av Aw 
MT TT TE +100 


mais encore, eu égard à la formule (1), 


(3) ds = du + do + dm + .... 


En d’autres termes, l'équation 
(4) A(u+vy+w+...) = Au+Av+AW+:.. 


entraînera la formule 


(5) (HE VEW..-)- Qu. oo re 


On peut donc énoncer la proposition suivante. 

Le Théorème. La variation de la somme de plusieurs fonctions ou varia- 
bles se réduit à la somme de leurs variations. 

Corollaire. Si l'on suppose les fonctions u, v,... réduites à deux seule- 
ment, la formule (5) deviendra 


du + ») = du + dv. 


Or il résulte de cette dernière formule que, si une fonction donnée x reçoit 
un accroissement quelconque », l'accroissement correspondant de la varia- 
tion d'u sera représenté par dv. En d’autres termes, l'accroissement de la 
variation sera la variation de l'accroissement. 

Supposons maintenant que deux variables ou fonctions r, s, soient liées 
entre elles par l'équation 


(6) Sa: 


a désignant une quantité constante. Quand on fera croître r de Ar, le pro- 
duit ar croîtra d’une quantité représentée par le produit aAr. Donc, en nom- 
mant Ar, As les accroissements infiniment petits et simultanés des variables 
ou fonctions r, $, on aura 

As —= aAr. 


(62 ) 
En divisant par : chaque membre de la dernière équation, et faisant ensuite 
converger t vers la limite zéro, on trouvera non-seulement 


mais encore , eu égard à la formule (1), 

(7) ft don 
En d'autres termes, l'équation 

(8) A(ar) = aAr - 
entraînera la formule 

(9) dar) ar. 


On peut donc énoncer la proposition suivante : 
2° Théorème. Lorsqu'on multiplie une fonction par un coefficient constant ; 
la variation de cette fonction se trouve à son tour multipliée par ce même 


coefficient. 
Supposons encore la fonction s liée à d’autres fonctions w, », w,... par 


, Q . PS ? Q 
une équation linéaire, de sorte qu on ait 
(10) $S — au + bv + cw + ..., 


. . ‘ 4 
a,;b,c,... désignant des coefficients constants; alors, en raisonnant tof- 
jours de la même manière, on obtiendra la formule 


(11) ds = adu + bp + cdmw + ..., 
qui entrainera la suivante 
(ta) d(u+o+w+...)= adu + bdo Fed & ..., 


et qui peut se déduire directement des équations (5) et (9). 
Supposons enfin que deux variables ou fonctions r, $, Soient liées entre 
elles par la formule 


(13) s = f(r), 


f(r) étant une fonction déterminée de r; et représentons par D,s la dérivée 


(65 ) 


de s prise par rapport à r. On aura 


. AS 
(14) | D,s = lim. né 
D'ailleurs l'équation identique : 
As — —A 
ar 


entraînera la suivante 


de laquelle on conclura , en faisant converger : vers la limite zéro, et ayant 


égard à la formule (14), 
(15) vs D,s dr. 


En d’autres termes, on aura 
(16) d'f(r) = D,f(r). d'r. 


Les théorèmes et les formules que nous venons d'établir subsistent évidem- 
ment dans le cas même où l'on se bornerait à changer les valeurs ou les for- 
mes de quelques variables ou de quelques fonctions , et où l’on remplacerait 
en conséquence les accroissements totaux et les variations totales par des 
accroissements partiels et par des variations partielles. Ainsi, en particulier, 
les formules (4), (8) continueront de subsister , si l’on y remplace la caracté- 
ristique À, qui indique l'accroissement total d'une fonction, par l’une des 


caractéristiques 


À, À,; As. 


employées pour indiquer des accroissements partiels relatifs au changement 
de valeur ou de forme de diverses variables ou fonctions, ou même des va- 
riables ou fonctions comprises dans divers groupes. Pareillement, les for- 
mules (5), (9), (12) continueront de subsister, si l'on y remplace la caracté- 
ristique d, qui indique la variation totale d'une fonction, par l’une des carac- 
téristiques 


3 dy, 10e, 


72 


employées pour indiquer des variations partielles. 
Si les variations partielles que l'on considère se réduisent à dés variations 
propres ; alors à la caractéristique d on devra substituer, non plus une des 


( 64 ) 
caractéristiques d,, d,, d,,-:.., mais la caractéristique d\; et en consé- 
quence, à la place des formules (5); (9), (12), on obtiendra les suivantes : 


(17) A(u+vo+w+...) = du + d\o + diw +... 
(18) A (ar) — adr, 
(19) dau + bo + co +...) = adu + bÂo + cm + .... 


Ajoutons qu'en vertu de la convention établie dans le [°° [ pages 55 et 56], 
on pourra remplacer à la fois, dans les deux membres de la formule (16), la 
caractéristique d par la caractéristique d\. On trouvera ainsi, pourvu que f(r) 
ne cesse pas de représenter une fonction déterminée de r, 


(20) d\f(r) = D,f(r d\r. 


L'équation (1), de laquelle nous avons déduit les formules (5), (9), (12), 
(16),..., entraîne encore une multitude d’autres conséquences dignes de re- 
marque, et en particulier celles que nous allons indiquer. 

Supposons que la fonction s et sa variation ds restent continues par rap- 
port aux variables dont elles dépendent dans le voisinage du système de va- 
leurs particulières attribuées à ces mêmes variables. Concevons d’ailleurs que 
l'on fasse coincider la variable primitive, dont l'accroissement est représenté 
pare, et dont la variation est réduite à l'unité, avec l’une des variables don- 
nées, ou avec une variable nouvelle dont toutes les autres soient des fonctions 
continues. Non-seulement la variation ds sera la limite de laquelle s’appro- 


Mes A ne 
chera indéfiniment le rapport = , tandis que : s'approchera indéfiniment de 


la limite zéro; mais, de plus, pour de très-petits modules de :, ce rapport 
différera très-peu de sa limite, en sorte qu'on pourra énoncer la proposition 
suivante : 

3° Théorème. Si une fonction s et sa variation ds restent continues, par 
rapport aux variables dont elles dépendent, dans le voisinage du système de 
valeurs attribuées à ces variables; si d’ailleurs on fait coincider la variable 
primitive, ou avec l’une de ces variables, ou avec une variable nouvelle dont 
toutes les autres soient fonctions continues; alors, pour des valeurs infini- 
ment petites attribuées à l'accroissement : de la variable primitive, la diffé- 


AS LE F é > 
rence entre le rapport — et la variation ds sera infiniment petite. 
L 


Corollaire 1%. Le 3° théorème s'étend au cas même où l'accroissement 


( 65 ) 


total As et la variation totale d's seraient remplacés par un accroissement 
partiel 


A,s, ou A,$, ou À,5,... 
et par la variation correspondante 
ds, ou ds, où 2 5,14. 


Corollaire 2°. Concevons à présent que les variables et fonctions diverses, 
desquelles dépend la fonction s, soient partagées en deux groupes. Indi- 
quons à l’aide de la caractéristique A l'accroissement total de la fonction « 
ou d’une fonction de même nature, et à l’aide des caractéristiques A, ou A, 
les accroissements partiels de la même fonction correspondants à des chan- 
gements infiniment petits de valeur ou de forme des variables ou fonctions 
comprises dans un seul groupe. Soit, en conséquence, A,s ou A,s l’accrois- 
sement infiniment petit de s qui correspond à des changements de valeur ou 
de forme des variables ou fonctions comprises dans le premier ou dans le 
second groupe. Soit, au contraire, As l'accroissement total de s. Enfin, 
posons 


@1) : 


s + As, et 


$, 
ee ST A,5,: 


Î 


s, sera évidemment ce que devient s quand on change à la fois les valeurs 
de toutes les variables et les formes de toutes les fonctions. On aura donc 


(22) $, = $ + As. 


D'ailleurs on tirera des formules (21) 


Sms, ti os = S)+ À,s + As, 
par conséquent 


$, TRUE A,S + A,s,; 


et, comme la formule (22) donnera 


on trouvera définitivement 


es A5 = 4,5 + 4,5, 
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En divisant par : les deux membres de cette dernière équation , on aura 
As A,s A,s 


èr VAS à LAS à 


Lt L L 


Soient maintenant 
ds #0.8 
les variations partielles de la fonction s correspondantes aux accroissements 
partiels 


À,$, à;5; 
et supposons que 


24 


soient des fonctions continues des diverses variables, dans le voisinage du 
système des valeurs attribuées à ces variables mêmes. Alors, pour des valeurs 


SA As 
infiniment petites de :, en vertu du corollaire 1", le rapport _ différera in- 
. À,S . , Nr D 
fniment peu de d,s, et le rapport — de d,s, Mais, d'autre part, à l’ac- 

croissement infiniment petit 


$, —:$ = Às 


! L 
de la fonction s correspondra l'accroissement 
?, e TE 9, Er A, 9, 
de la variation ds, et ce dernier accroissement sera encore infiniment petit, 
puisque d,s sera, par hypothèse, fonction continue des diverses variables. 
Ha ; : : DS mins 
Donc d,s, différera infiniment peu de 0,5; et, par suite, le rapport 2! diffé- 
L 


rera infiniment peu non-seulement de 2,5, mais aussi de d,s. Donc, dans 
l'hypothèse admise, si l'on fait converger : vers la limite zéro, les rapports 


et, par suite, la formule 


entraînera celle-ci 
ds = d,s + d,5. 


En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante: 
4° Théorème. Soit s une fonction dépendante de variables et fonctions 
diverses que nous supposerons partagées en deux groupes. Soient, de plus, 


ds 


la variation partielle de s correspondante au changement de valeur ou de 
forme des variables ou des fonctions comprises dans le premier groupe ; 

\ 

2, 
la variation partielle de s, correspondante au changement de valeur ou de 
forme des variables ou des fonctions comprises dans le second groupe; 
et ds la variation totale de s. Si la fonction s et ses variations partielles 


Rss 


restent fonctions continues des diverses variables, dans le voisinage du sys- 
tème des valeurs attribuées à ces variables mêmes; la variation totale ds 
sera la somme des variations partielles, en sorte qu'on aura 


(24) ds — d,s + d,s. 


Corollaire. Concevons maintenant que les variables et fonctions diverses 
desquelles dépend la fonction s soient partagées en trois groupes, et nom- 
mons 


D 5, ue. ‘OÙ 


les variations partielles de s correspondantes à ces trois groupes. Supposons 
d’ailleurs que la fonction s et ces trois variations partielles restent fonctions 
continues des diverses variables dans le voisinage du système des valeurs 
attribuées à ces variables mêmes. Si l’on considère les deux derniers groupes 
comme n’en formant plus qu'un seul; la variation partielle de s, correspon- 
dante à ce nouveau groupe, sera, en vertu du théorème précédent, repré- 
sentée par la somme 


d,5+0,s; 


(68 ) 
et, en vertu du même théorème, il suffira d'ajouter cette somme à ds pour 
obtenir la variation totale de s, ou ds. On aura donc 


ds = ds + d,s + d,s. 


Par des raisonnements semblables on passera aisément du cas où les variables 
ou fonctions sont partagées en trois groupes, au cas où elles sont partagées 
en quatre groupes, etc…..; et, en continuant ainsi, on établira généralement 
la proposition suivante : 

5° Théorème. Soit s une fonction dépendante de variables et fonctions 
diverses que nous supposerons partagées en divers groupes. Soient, de plus, 


les variations partielles de s correspondantes au premier, au second, au 
troisième,.… groupe. Enfin, supposons que la fonction s et chacune de ces va- 
riations restent fonctions continues des diverses variables dans le voisinage 
du système de valeurs attribuées à ces variables mêmes. La variation 
totale ds de la fonction s sera la somme des variations partielles ds, d,5, 


9,5,...; en sorte qu'on aura 


1" 


(25) dŒ—ds+d,SsS+0,s+.... 


Corollaire 1°". Au lieu de déduire le 5° théorème du précédent, on pour- 
rait l’établir directement à l’aide des considérations suivantes. Les variables 
et fonctions diverses desquelles dépend la fonction s étant, comme on vient 
de le dire, partagées en divers groupes ; désignons à l'aide des caractéris- 
tiques 


K, A7, AT. 


un? 


les accroissements partiels de la fonction s ou d'une fonction de même na- 
ture, qui correspondent à des changements de valeur ou de forme des va- 
riables ou des fonctions comprises dans le premier, le second, le troisième, 
groupe, Si l’on pose successivement 


LEE HA 
SFA 


RE 


(26) SET AS 


mu? 


ete. és 


( 69) 


le dernier terme de la suite 
#5 


9 Sw*°* 


sera évidemment ce que devient s en vertu des changements de valeur de 
toutes les variables et des changements de forme de toutes les fonctions 
données. Donc ce dernier terme sera la valeur de s + As, c'est-à-dire la 
fonction s augmentée de son accroissement total As. D'autre part, on tirera 
successivement des formules (26), 


S, = #+ À, 5, 
s =Ss+ 4 S$HA,Ss, 
+ $ + A,s Me A5, + AS, 


eic..:: 


Donc le dernier terme de la suite 


CRUE 


Lx MT. 


sera encore équivalent à la fonction s augmentée de la somme des termes 
de la suite 
A5, À,5,, ÀA,S,3.. 


1) REA m 


Donc cette somme sera précisément la valeur de l'accroissement total As, 
et l’on aura 


(27) As—AS+A,S + A,S,+.….; 


m1 


puis on en conclura 


(28) MU LU + et 
[4 


Si maintenant on attribue à : une valeur infiniment petite, et si l'on suppose 
que les fonctions 


Sa D ES: D SA 


restent fonctions continues des diverses variables dans le voisinage du sys- 
tème de valeurs attribuées à ces variables; on reconnaîtra que les rapports 


diffèrent infiniment peu, le premier de d,s; le second de d,,5,, et par suite 


» 


( 70 ) 


de 9,5; le troisième de d,5,, et par suite de d,,5,, ou même de ds, etc... 


" mr? 


Donc, en faisant converger : vers la limite zéro, on verra les rapports 


A,s A s, As 
y, Ut, mh 
L 


converger respectivement vers les limites 
Ds ds, Du. là 


et la formule (28) entraînera l'équation (25). 


$ IL. — Formules générales, Propres à fournir les variations des fonctions d’une ou de 


plusieurs variables. 


Les principes établis dans le paragraphe précédent fournissent immé- 
diatement les diverses formules générales à l’aide desquelles on peut dé- 


terminer les variations des fonctions d’une ou de plusieurs variables. Entrons 
à ce sujet dans quelques détails. 


Considérons d’abord une fonction s d’une seule variable +. Si la forme de 
cette fonction est complétement déterminée, et si s se trouve immédiate- 
ment exprimée en fonction de x, la variation ds pourra être déterminée à 
l'aide de l'équation (15) du paragraphe précédent, de laquelle on tirera 


(1) ds = D,s dx. 
Alors aussi on pourra considérer les variations 
ds,.:0x, 
comme représentant de simples différentielies 
ds, dx; 
de sorte qne la formule (1) se confondra en réalité avec l'équation 
(5) ds = D, s dx. Là 


Si la forme de la fonction s cesse d’être complétement déterminée, alors, 
en vertu du 4° théorème du S IL, la variation totale de s sera la somme de 
ses deux variations partielles correspondantes, l’une au changement de va- 
leur de la variable x, l'autre au changement de forme de s considéré comme 


(71) 
fonction de æ. D'ailleurs de ces deux variations partielles, la seconde sera 
précisément celle que nous appelons la variation propre de la fonction s, et 
que , d'après les conventions admises dans le $ [‘, nous représentons par d\s, 
tandis que la première sera la valeur de ds fournie par l'équation (1), ou le 
produit D,s9x. On aura donc généralement, dans l'hypothèse admise, 


(3) ds = d\s + D,sdx. 


Concevons maintenant que la valeur de s soit fournie par l'équation 
(4) fra re, Wir), 


dans laquelle les lettres 
Lu Bons M We 


désignent des variables ou fonctions diverses. Supposons d'ailleurs que, la 
forme de la fonction f étant complétement déterminée, on indique, à l’aide 
des caractéristiques 

, 7) Durs 
des variations partielles dont chacune corresponde à la variation totale d’une 
seule des variables ou fonctions 


Alors les valeurs de | 
\ 
FH DU dise. 


pourront être calculées à l’aide de la formule (15) du S I}; puisque, d’après 
la remarque faite dans le SIL [page 63], on peut se servir de cette formule 
pour déterminer, non-seulement les variations totales, mais encore les va- 
riations partielles correspondantes de deux variables ou fonctions liées l’une 
à l’autre. Donc ces valeurs pourront être réduites aux produits 


Disdx, D,sdr, Dsdn. ss 4 D,sdu; iD,sdr, Ds di, 7. 


D'autre part, en vertu du 5° théorème du $ IE, il suffira d'ajouter ces va- 
leurs l’une à l’autre pour obtenir la variation tb de s. On aura donc, dans 


l'hypothèse admise, 


(5) ds=D,sdx + D,sdy + D,sd2+...+D,sdu + D,s de + D,,s dm +. 


(7a ) 
Dans le cas où les formes des diverses fonctions contenues dans s restent 
complétement déterminées, les variations 


dx, dy, day. du, dv, Des, 08, 
se réduisent à de simples différentielles 
dr, dy, dés .., Ndaÿdv, dw,..., ds, 
et l'équation (5) à la formule 
(6) ds=D,sdx +D,sdy +D,sdz+...+D,sdu+D,s do +D,sdw +. 


3 Corollaire. Si la forme de la fonction f cessait d’être complétement 
déterminée; alors, pour obtenir la valeur générale de ds, il faudrait, en 
vertu de la formule (25) du SIL, ajouter au second membre de l'équation (5), 
la variation propre de s, c’est-à-dire la variation partielle de s relative, non 
plus au changement de valeur ou de forme des variables ou fonctions 


X , J'? Ze, üu, ÿ, We...) 


mais au changement de forme de la fonction indiquée par la lettre f. Alors, 
en désignant par d\s la variation propre de s, on trouverait 


(7) ds—=d\s+D,s0x+D,sdy+D,sdz+...+D,sdu+D,sdv+D,sdw+.…. 


Pareillement, si les lettres 
PARCPEL TEE 


désignaient des fonctions de x, y,z,... dont les formes ne fussent pas 
complétement déterminées; alors, pour obtenir la variation totale du, il 
faudrait à la somme . 


D,u dx + D,udy + Dudz + 
ajouter la variation propre d\u de la fonction 4. On aurait en conséquence 


| du = Alu + D,udx + D,udy + D,udz +.…, et parcillement 
(8) dv = d\o + D,vdx + D,vdy + D,v0z +, 
dw = d\w+D,wdx + D,wdy + D,wdz +, 


etc. 


(73) 
-Corollaire 4°. Pour déduire de l'équation (25) du $ EE l'équation (5) 
relative an cas où la forme de la fonction f est complétement déterminée, 
il a suffi de supposer que chacune des lettres caractéristiques 


se rapportait, dans l'équation (25) du $ I, à la variation totale d'une seule 
des variables ou fonctions 


PP, SRI DIU. 
Si l’on supposait, au contraire, que chacune des caractéristiques 


\\ 
Ÿ, ? d Oysese 


se rapporte à la variation propre d'une seule des variables ou fonctions 


XL, Ÿ Ze, U, V, W,..., 


on obtiendrait, au lieu de la formule (5), une autre formule qui fournirait 
pour ds une seconde valeur nécessairement équivalente à la première. Con- 
firmons l'exactitude de cette assertion par un exemple, et supposons, pour 
fixer les idées, que la valeur de s étant donnée par la formule (4), x, y, z,.. 
représentent des variables indépendantes dont 4, v, 1v,... soient fonctions. 
Les variations propres 


Aix, d\y, d\z,…. 


des variables indépendantes x, y, 2, se confondront avec leurs variations 
totales 


0x, dr, d2, 


en sorte qu'on aura identiquement 


(9) de rs: ere dr, di z).. 


Mais les variations propres 


d\u, d\v, d\w,… 


des fonctions &, v, #,... seront distinctes de leurs variations totales, et liées 

à ces dernières par les formules (8). Cela posé, nommons [s] la fonction de 

x, J, 3, la quelle se réduit la fonction de x, y,2,..., u, v, w,..., représen- 

tée par s, lorsqu'on y substitue les valeurs de w, v, 5w,..., exprimées en 
Bx, d’An. et de Ph, math ,T. III. (27 livr.) 10 
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fonction de x, y, z,.... On pourra concevoir que, dans la formule (25) du 
$ IT, chacune des variations 


\ so 
0,5, D 53 0,53... 


correspond , non plus à la variation totale, mais à la variation propre d'une 
seule des variables æ, y, z,..., ou d'une seule des fonctions w, », 5, Seu- 
lement alors, pour tenir parfaitement compte de l'influence exercée sur la 
variation totale ds par la variation propre de +, on devra considérer s, 
non plus comme une fonction de x, Ÿy Zi, U,V, W,.…, Mais comme une 
fonction des seules variables indépendantes >, y, z,... Donc alorsles varia- 
tions partielles de s, correspondantes aux variations propres 


d\x, d\ y, d Zoe 


des variables x, y, 2,..., seront, eu égard à la formule (1), représentées par 
les produits 


D,fs] Ax, D, [s]A y, D,[s]Az,..; 


tandis que les variations partielles de s, correspondantes aux variations 
propres 


du, d\v, du. 
seront, eu égard à la même formule, représentées par les produits 
D,sAu, D,sde, D,sd\uw,…… 


Donc la formule (25) du $ II donnera 


(ro) 


ds = D, [s]Ax + D,[s] y + D,[s] Az +. 
+ DsAu + D,sA v + D, sw +... 


Il est facile de comparer l'une à l'autre les valeurs de ds fournies par les 
équations (5) et (10). En effet, eu égard aux formules (0), l'équation (10) 
peut s'écrire comme il suit : 


(Gr) ds =D,{s]dx+D,[s|dy+D, [s122... + Ds Au + D,sA 6 +D, 54 5... 


D'autre part, en considérant x, », w, et, par suite, s comme fonctions de 


(75) 


x, y, 2 On aura non-seulement 


du = D,udx + D,udy + Diudz +.…, 
d = D, v dx + D,vdy;+ D, v dz +... 


Se dw = D,wdx + D,wdy + Diwdz +.…., 
& Jeu, 

mais encore 

(13) ds = D, [s]dx + D, [s]dy + D,[s]dz +... 


Cette dernière valeur de ds devant coïncider avec celle que fournit l'équa- 
tion (6), quelles que soient les valeurs attribuées aux différentielles 


de: ds: de, 


on en conclura, en réduisant l’une de ces différentielles à zéro, et les 
autres à l'unité, 


D, [fs] =D,s + D,s Du + D,sD,o+D,sD,æ+.…., 

D, fs] =D, s + D,sD, x + D,sD,v+D,sD,w+.…, 

D, [s] =D,s+D,sD,u+D,sD,e+D,sD,w+.…, 
etc... | 


(14) 


Or, eu égard à ces dernières formules, on reconnaîtra sans peine que la va- 
leur de ds fournie par l'équation (11) est précisément celle qu'on obtient 
quand on substitue dans le second membre de l'équation (5) les valeurs de 


duo du. 
tirées des formules (3). 


Corollaire 5°. Supposons que, la quantité s étant une fonction détermi- 
née de variables de divers ordres représentées par 


M Fin Mn 
on nomme 
40, Vite 


celles de ces variables qui sont de l’ordre le plus élevé. Alors, d'après les 
principes exposés dans le $ [*', ce qu’on devra exprimer par la notation 


d\s, 


L1O:. 
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ce sera la variation partielle de s correspondante aux variations propres 
du, Av, d\w,… 


des variables de l’ordre le plus élevé, contenues dans la fonction s. Donc d\s 
se trouvera réduit à la somme des derniers termes compris dans le second 
membre de la formule (1 1), et l’on aura, dans l'hypothèse admise, 


(15) As = D,sdlu + D, sde + Ds ww +. 
Par suite, la formule (20) pourra être réduite à 


(16) Dé ds [sx + D, fs] 27 + D:[s] 22 +... 


S IV. — Propriétés des variations des divers ordres. 


Les théorèmes et les formules que nous avons établis dans les para- 
graphes précédents se rapportent seulement aux variations du premier or- 
dre. Nous allons passer maintenant aux variations des divers ordres. et dé- 

P ; 
montrer quelques-unes de leurs propriétés générales. L'une de ces propriétés 
, prop Gr P 

appartient à la fois aux accroissements et aux variations; elle consiste en ce 
qu'on peut intervertir arbitrairement l'ordre dans lequel se succèdent deux 
ou plusieurs opérations dont chacune est exprimée, ou par l'une des caracté- 
ristiques 

PA 


nm? mi tu 


qui indiquent des accroissements totaux ou partiels; ou par l’une des carac- 
téristiques 

\ \| \| 

D UND NO ie 


" 


qui indiquent des variations totales ou partielles, sans altérer en aucune ma- 
nière le résultat définitif de ces opérations mêmes. Pour établir cette propo- 
sition , il suffit évidemment de faire voir que l'on pourra toujours, sans in- 
convénient, échanger entre elles deux caractéristiques écrites à la suite l’une 
de l'autre. Il y a plus : on pourra se borner à considérer le cas où ces deux 
caractéristiques seraient dissemblables, la proposition étant évidente dans le . 
. Cas contraire. 

Or, soit s une fonction qui dépende de diverses variables, ou même de fonc- 
tions diverses; et nommons ç un accroissement partiel, ou même total des, 
qui corresponde à des changements de valeur des variables ou à des change- 


C7) 
ments de forme des fonctions proposées et de la fonction s elle-même. On: 
aura, en vertu des formules (4) et (5) dn SH, 


( A(s+ ç) — As + As, 


Q) À d(s + 5) = ds + de. 


F3 


Donc à un accroissement quélconque de s représenté par <, correspondront 
un accroissement de As représenté par As, et un accroissement de la varia- 
tion ds représenté par de. Ce n’est pas tout : comme les formules (4) et (5) du 
$ IL, et, par suite, les formules (r) continuent de subsister dans le cas même 
où l’on y remplace la caractéristique A par l'une des caractéristiques 


NRA 


m)° 


et la caractéristique d par l’une des caractéristiques 


Re à 


nm? RS NE 


on peut affirmer qu’à l'accroissement de la fonction s correspondront les 
accroissements 


(N Lo ni 
4e; A°e, ne 7 0,6; g,S; CySs..e 
des expressions 


/ S \ N \ 
D SNS, 05 050 


0 Ve mises 


Où en conclut immédiatement que, si deux des caractéristiques 


dr Ar rA 


11 M) er A) 


ou bien encore l’une de ces caractéristiques et l’une des suivantes 


2,0,0,0 


m3 * CHE 


72e 


se trouvent simultanément appliquées à une même fonction, on pourra tou- 
jours intervertir l'ordre dans lequel se succéderont les deux caractéristiques 
dont il s’agit, sans altérer le résultat définitif des deux opérations qu'elles 
indiqueront. Ainsi, par exemple, de ce qu'à l'accroissement $ de s corres- 
pondent l'accroissement A,s de A,s et l'accroissement 9,5 de d,s, on 
conclura qu'en posant 


hd A,5; 
on doit avoir 


4,00 AS... dc A, as 


(78) 
Or, si dans les deux dernières formules on remet pour s sa valeur A,s, elles 
donneront 


(2) A,A,S—A,A%s, (5) DA rs-à 2,5. 


Concevons maintenant que l’on divise les deux membres de la formule (3) 
par l'accroissement : de la variable primitive. On trouvera 


d,A,s A,,d,s 


3 
En 


ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (9) du $ IH, 


A,5 A,0,s 
à RAR nr AE : 
t L 
puis, en faisant converger vers la limite zéro l'accroissement : de la variable 
primitive et les accroissements correspondants qu'indique la caractéristi- 


que À,, on verra les rapports 


converger vers les limites 


Donc, en passant aux limites, on trouvera 
4 \\ pres A] 
(4) LR D: DE 


Ajoutons que, dans la formule (4), on pourra remplacer chacune des carac- 
téristiques d,, d, par l'une quelconque des suivantes 


d,d,8,d.,.... 


m7 


En résumé, les formules (2), (3), (4), et celles qu'on peut en déduire , en- 
traînent la proposition dont voici l'énoncé: 

1% Théorème. Soit s une fonction qui dépende de diverses variables ou 
même de fonctions diverses ; et supposons cette fonction successivement sou- 
mise à diverses opérations dont chacune, ayant pour but de fournir un ac- 
croissement total ou partiel, ou bien encore une variation totale ou partielle, 
se trouve indiquée par l’une des caractéristiques 


72 m7 


À, À ps 20, 0, fi à 


( 79 ) 

L'expression qui résultera de ces opérations successivement effectuées offrira 
une valeur indépendante de l’ordre dans lequel se succéderont ces mêmes 
opérations, et par conséquent les caractéristiques qui serviront à les indiquer. 
On pourra donc, sans altérer cette valeur, intervertir arbitrairement l’ordre 
dans lequel les diverses lettres caractéristiques se trouvent rangées, comme 
si le système de ces lettres, écrites à la suite les unes des autres, représentait 
un véritable produit. 

Corollaire 1%. Il'suit des formules (8) et (9) du $ I, que le théorème pré- 
cédent doit être étendu au cas même où l’une des caractéristiques, cessant 
d'indiquer un accroissement ou une variation, représenterait un coefficient 
constant. 

Corollaire 2°. On peut concevoir que, parmi les caractéristiques 


plusieurs indiquent des variations relatives, non à des changements de for- 
mes de certaines fonctions, mais à des chétigements de valeurs de certaines 
variables æ,7,z,.... Din chacune des caractéristiques de cette espèce 
se rapporte à une seule variable x, ou 17 ou z,..., elle peut être immédia- 
tement remplacée par 

FN Onde OUI 
et même par 

Drop rome: 


si la variable dont il s’agit est une variable indépendante, ce qui permet de 
réduire sa variation à l'unité. 

Le 3° théorème du $ IT, et les théorèmes qui s'en déduisent, sont relatifs à 
des variations totales ou partielles du premier ordre. Mais, en partant de ces 
théorèmes, on peut en obtenir d’autres du même genre qui soient relatifs à 
des variations totales ou partielles d'ordres supérieurs. Tel est, en particulier, 
le suivant: | 

2° Théorème. Supposons qu'une fonction s, et une variation de s, totale ou 
partielle, d'un ordre » supérieur au premier, restent continues, par rapport 
aux variables dont elles dépendent, dans le voisinage du système de valeurs 
attribuées à ces variables. Faisons d’ailleurs coïncider la variable primitive, 
ou avec l'une de ces variables, ou avec une variable nouvelle dont toutes les 
autres soient fonctions continues. La variation que l’on considère différera 
infiniment peu du rapport qu'on obtiendra quand on divisera paf &” l’accrois- 
sement infiniment petit de s correspondant à cette même variation. 


( 80 ) 
Démonstration. Considérons, par exemple, une variation de la forme 
ANC EUR 
et admettons les suppositions énoncées dans le 2° théorème, en sorte que 
setà, ds 


restent fonctions continues des diverses variables, dans le voisinage du système 
des valeurs attribuées à ces mêmes variables. En vertu du 3° théorème 
du $ IL [corollaire 1], la variation ©, d,s différera infiniment peu du 
rapport 

SRE hs 


L L 


Donc ce rapport devra rester à son tour fonction continue des diverses 
variables, dans le voisinage du système des valeurs attribuées à ces mêmes 
variables. Il ÿ a plus: en vertu du théorème cité, le rapport 


que l’on peut, eu égard à l'équation (9) du $ IL, présenter sous la forme 


AVS 
/ 
re 


différera infiniment peu de l'expression 


ou, ce qui revient au même, du rapport 


A,A,S Mi A,4,s 


TL? 1° 


Donc ce dernier rapport différera infiniment peu de la variation 
0:05. 


En raisonnant comme on vient de le faire, on pourra évidemment dé- 
montrer le 2° théorème dans tous les cas possibles. 
Corollaire. Supposons que l'accroissement £ de la variable primitive soit 


(81) 
considéré comme un infiniment petit du premier ordre; alors, en vertu du 
2° théorème, l'accroissement total ou partiel de s, correspondant à une va- 
riablede l’ordre n, sera un infiniment petitde l'ordre 7, si cette variation reste 
fonction continue des variables dont s dépend, dans le voisinage du système 
des valeurs attribuées à ces variables, et si d’ailleurs elle acquiert, pour le sys- 
tème dont il s’agit, une valeur différente de zéro. Si, de ces deux conditions, 
la première était remplie sans que la seconde le fût, ou, en d’autres ter- 
mes, si la variation de l’ordre n offrait pour valeur particulière une valeur 
nulle, sans cesser d’être continue dans le voisinage de cette valeur, l'accrois- 
sement correspondant à la variation proposée deviendrait pour l'ordinaire 
un infiniment petit d'un ordre supérieur au premier. Mais ce n'est là évidem- 
ment qu'un cas exceptionnel ; et en général ce que nous appelons un accrois- 
sement de l’ordre 7 sera en même temps, en vertu du 2° théorème, un infini- 
ment petit de l’ordre ». Ainsi, non-seulement un accroissement du premier 
ordre sera généralement, comme on peut le conclure du 5° théorème du $ IT, 
un infiniment petit du premier ordre; mais de plus un accroissement du se- 
cond ordre sera généralement un infiniment petit du second ordre; etc... 


$ V. — Sur là variation d’une intégrale définie simple ou multiple. 


Soit d'abord s une intégrale définie simple, relative à la variable x, et 
prise entre les limites : 


en sorte qu'on ait 
n X 
(1) s — ‘, kdæ. 
x 


Supposons d’ailleurs, dans cette intégrale, 
(2) k= f(x, u,v,w,...), 


u, v,w,.. désignant des fonctions de x dont la forme puisse varier, et la 
lettre f indiquant au contraire une fonction de forme invariable. 11 suit de la 
formule (25) du $ I que, pour obtenir la variation totale de l'intégrale s, il 
suffira de calculer, 1° la variation partielle de s correspondante au chan- 
gement de forme des fonctions 4, », w,... contenues dans #, et par consé- 
quent aux variations propres de w, y, w,..; 2° la variation partielle de s 
correspondante au changement de valeurs des quantités +, x, et par consé- 
Ex: d’An. et de Ph. math., T. 11. (27° livr.) L TI 
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- quent aux variations propres des limites de l'intégrale; puis d'ajouter l'une à 
l'autre ces deux variations partielles de s. 


Calculons d'abord la première, et supposons que les limites +, x restant 
invariables, on change infiniment peu la forme des fonctions 


LR V0. 
Nommons 
AK, As 


les accroissements infiniment petits de 4 et de s, correspondants à ce chan- 
gement de forme. La formule (1) entraînera la suivante 


X 
SAS J (k + Ak)dx, 
et par conséquent la suivante 


x 
ÀÂs:= f Akdx. 


Soit d’ailleurs : l'accroissement infiniment petit d'une variable indépendante 
dont la variation serait l'unité. On tirera de la dernière formule 


X 
A A 
(3) — À dr. 
we t 
Soient enfin 
du, d\v, Aw.…. 
les variations propres des fonctions 
AR AE 

et représentons par les notations 

d\Æ, d\s 
les variations partielles correspondantes de k et de s. En faisant converger ! 
vers la limite zéro, on verra, dans la formule (3), les rapports 

Ak As | 


? 
L £ 


converger vers les limites 


d\k, d\s; 


et l'on aura, par suite, 


(4) As — fe A kdx. 


(83) 
D'ailleurs, en vertu de la formule (15) du $ IE, la variation A4 se trouvera 
liée aux variations propres 
d\u, d\v, d\iw,… 
des fonctions w, v, w,.. par l'équation 


(5) A k = D,kd\u + D,4d\o + D,,kd\w +. 


Si dans la formule (4) on substitue la valeur de s tirée de l'équation (1), 
on trouvera 


6) A f'kdr= | Akdr 


On peut donc, dans une expression de la forme 


PX 
A | kdx, 


++ 


intervertir l'ordre des deux opérations indiquées par les signes d\ et f. 

Cherchons maintenant la variation partielle de s, à laquelle on se trouve 
conduit quand on fait varier seulement les limites «, x. Pour obtenir cette 
variation partielle, on devra , dans l'équation (2), considérer comme compléte- 
ment déterminées, non-seulement la forme de la fonction f, mais encore les 
formes des fonctions w, v, w,.... Soit, dans cette hypothèse, 


As 


l'accroissement infiniment petit de s correspondant aux accroissements infi- 
uiment petits 


Ax, AXx , 


des limites + et x. L'équation (1) entraînera la suivante 


x+Ax 
s + As — ‘| kdx, 
x A x 


et de cette dernière, combinée avec la formule (1), on tirera 


x + Ax æ + Ax 
mes kde — | kdx, 
X x 


I1F.. 


par conséquent 


$ “x Ax 5 Ax 
(7) réa de pe : 


Supposons maintenant que l'on fasse converger €, et, par suite, les accrois- 


sements infiniment petits 
Aw, Ax 


vers la limite zéro. Alors, en désignant par d's la variation partielle de s cor- 
respondante à l'hypothèse admise, on verra non-seulement les rapports 
Ax  Ax Às 


PL 1. 


converger respectivement vers les limites 


dx, x, ds, 


mais encore les rapports 


x + A x 
: kdx FL kdx 
À 


A . À X 


converger vers des limites qui, eu égard aux propriétés connues des inté- 
grales définies, seront précisément les valeurs de k correspondantes aux 
valeurs +, x de la variable +. Si l'on représente ces valeurs de Æ par les no- 


tations (*) 
X=—= x TX —x 


L4, |A, 
alors, en posant : — o, on tirera de la formule (7) l'équation 


LEX À af se) à 


(8) Ds = |4dx — | kde, 


Pi 


(*) Dans un Mémoire qui a remporté le grand prix de Mathématiques, M. Sarrus observe, 
avec raison , qu'il convient de joindre aux notations adoptées par les analystes un signe de 
substitution, c'est-à-dire un signe propre à indiquer la substitution d’une lettre à une autre 
lettre. Celui dont je me sers ici diffère peu du signe de substitution qui a été adopté par 
M. Sarrus, et qui est un trait recourbé en forme de crosse, à la droite duquel l’auteur place, 
en haut et en bas, les deux lettres dont l’une doit être substituée à l’autre. La notation nou- 
velle que je propose se prête aisément à des réductions qui permettent de rendre les formules 
plus simples et plus concises, comme on le verra ci-après dans le $ VII. 


(8) 


ue. our abréger, on peut écrire comme il suit : 
; ger ; 


{ Lx Le 
k. 


(9) ds — \9x | — de | 


D'ailleurs, tes deux valeurs de +, représentées par ®, x étant deux quan- 
tités qui, dans l'intégrale s, peuvent varier indépendamment l’une de l’autre, 
et indépendamment des formes attribuées aux fonctions w, v, ww, ..., les 
valeurs totales 


dx, d'œ 
de ces deux quantités ne différeront pas de leurs variations propres 
A X, A œ. 


Donc l'équation (9) pourra encore s’écrire comme il suit: 


( X=X IR 
(10) ds = \dix | — À» | /. 
Après avoir trouvé les deux variations partielles 

dis, ds 


dont la somme doit fournir la variation totale ds de l'intégrale s, il suffira de 
combiner l'équation 


(11) ds = ds + ds 


avec les formules (4) et (10) pour obtenir la formule générale 


(12) ds = facade + Ce ne + 


Supposons maintenant que Ja lettre s représente une intégrale définie dou- 
ble, relative aux variables x, y, et prise, 1° par rapport à y entre Pipes 


ER CN nt) D 


> par rapport à x entre les limites 


( 86 ) 


en sorte qu'on ait 
X LÉ . 

(13) = Î 1e kdx de, 
x y 


4, y pouvant désigner deux fonctions quelconques de la variable x. Suppo- 
sons d’ailleurs, dans cette intégrale, 


(14) K—#f{(L£,7, U, 0 .:), 


u,v,w,... désignant des fonctions de x, y, dont la forme puisse varier, et la 
lettre f indiquant an contraire une fonction de forme invariable. Il suit 
de la formule (15) du $ IT que, pour obtenir la variation totale de l'in- 
tégrale s, il suffira de calculer, 1° la variation partielle de s correspon- 
dante au changement de forme des fonctions #, v, #,... contenues dans k, 
et par conséquent aux Variations propres de w, #, #,...:; 2° la variation 
partielle de s correspondante au changement de valeur des limites x, x, et 
par conséquent aux variations propres de +, x; 3° la variation partielle de s 
correspondante au changement de forme des limites y, y, considérées comme 
fonctions de x, et par conséquent aux variations propres de #, y; puis d’a- 
jouter l’une à l’autre ces trois variations partielles de s. 

Cela posé, en nous conformant aux notations précédemment adoptées , dé- 
signons par 


d\k 
la variation partielle de 4 correspondante aux variations propres 
d\u, d\v, d\w.…. 


des fonctions 4, v,w,...; et représentons encore par 
À 
à [4 À [* [7 kdydr = As, 
y HS | 


les variations correspondantes des intégrales 


[Ad ['fadra=s 


Indiquons, au contraire, à l’aide de la caractéristique 


C} ? 


1 


(87) 
placée devant la dernière de ces intégrales, sa variation partielle correspon- 


dante aux variations propres d\+, d\x des limites +, x; et à l’aide de la carac- 
téristique 
d 


n? 


placée devant l’une ou l’autre intégrale, sa variation partielle correspondante 
aux variations propres d\y, d\y des limites 4, y. A l’aide des raisonnements 
par lesquels nous avons établi la formule (6), on prouvera que l’on peut, dans 


l'expression 
As= a [" [ddr 
x Y | 


intervertir l'ordre des opérations indiquées par les signes J\ et f, de manière 
à transporter successivement la lettre /\ après le premier, puis après le second 
des deux signes d'intégration. On aura donc 


À [” f'adrax = [a [rar de = [fa kdydx: 
æ y CL” e “y 


et, par suite, la variation partielle de s correspondante aux variations propres 
des fonctions x, y, ,... pourra être déterminée à l’aide de l'équation 


(15) d\s . k dy dx, 
x ‘y 


à laquelle on devra joindre la formule (15) du $ IE, savoir, 
(16) Ak=D,k Au+D,kd\e + D,kd\mw +... 


Cherchons maintenant la variation partielle représentée par ds, et corres- 
pondante aux variations propres {\+, d\x des limites +, x de l'intégration qui 
se rapporte à la variable x dans la formule (13). Comme, pour déduire cette 
formule de l'équation (1), il suffit de remplacer dans le second membre la 


à y | 
lettre Æ par l'intégrale J k dy, il est clair que la même opération transfor- 
4 


mera le second nombre de l'opération (10), de manière à le faire coïncider 
avec la valeur cherchée de ds. On aura donc, dans le cas présent, 


. | ui ns as ». 
(17) ds | —Ax | )f k dy. 


( 88) 


Quant à la variation partielle de s, représentée par ds, et correspondante 
aux variations propres d\y, d\y des limites y, y de l'intégration qui se rap- 
porte à la variable 4 dans la formule (13), elle se déduira aisément de la for- 
mule 


dans laquelle on pourra encore, en opérant comme dans la formule (6), 
transporter le signe d, après le signe de l'intégration relative à x. On aura 


donc 
de \ 
ds = f . J kdy .dx. 


Mais en remplaçant, dans la formule (6), l'intégrale (1) , savoir, 
par l'intégrale 


et substituant par suite la caractéristique d\, à la caractéristique d,, on trou- 
vera 


(18) 608: 2,5 — 


Après avoir trouvé les trois variations partielles 
d\s, ds, ds, 


dont la somme doit fournir la variation totale ds de l'intégrale s, il suffira 
de combiner l'équation 


(19) ds = d\s + 0,5 + 0,5 
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avec les formules (15), (17), (18) pour obtenir la formule générale 


eo def f'akide 2 (art a) Pad 
nu 


En général, soit 


. x PS rt 
(a1) s=f [”f 4. didrdx 
x Y Z 


une intégrale définie multiple, relative aux variables x, y, z,..., et dans la- 
quelle les limites y, y peuvent être des fonctions quelconques de x, les 
limites -, z des fonctions quelconques de +, y, etc. Supposons d’ailleurs dans 
cette intégrale 


(22) RICE Ta CH 0 


u, v, w,.…. désignant des fonctions de x, y, z,... dont la forme puisse va- 
rier, et la lettre f indiquant, au contraire, une fonction de forme invariable. 
Désignons à l'ordinaire par 


d\k, As 
les variations partielles de À et de s correspondantes aux variations pro- 
pres 
d\u, Av, dm... 
des fonctions x, v, 1v,.... Enfin soient 


9,s la variation partielle de s, correspondante aux variations propres des 
limites x, x; 

9,s la variation partielle de s, correspondante aux variations propres des 
limites #, y; 

»,s la variation partielle de s, correspondante aux variations propres des 
limites z,2;,... 

etc. 


On aura 


(23) ds = ds+d,s +0,5+0,5+:.., 
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la variation partielle 4\s étant déterminée par l'équation 


A = à [°F [dira 


Z 


que l'on peut réduire à 
D. < \£ Z 
(24) 1 — Î … dk... ddrdx, 
URI 
et la valeur de /\4 étant 


(25) ÀE = D,k du + D,kd\o + D, 4 di + … 


Ajoutons que les variations partielles 
DH 0, ds 


se trouveront déterminées par les équations 


. ne 

ds =, f f 8... ddyüir, 
x y 2 
x y Z 

0, || Fe Layde 
Eau 
x \£ Z 

2,5 = 0, f 4. dar, 
x y Zz 


etc. 


ou, ce qui revient au même, par les suivantes 


>.< \'8 Z 

ds 8, f 7 f opt ARE 
bu 4} z 
x Y PZ 

oo Pere apte 
Pen 
X ry z 

= f 2, À! didydx, 


# 
a LT 
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desquelles on tirera, eu égard à la formule (10), 


# 
(26) LAS forre TNA ME dz dx; 
2, = [PAT AT Je grd 
etc. 


En substituant dans la formule (21) les valeurs de 
nd Si 


déterminées par les formules (24), (26), on obtiendra la formule générale 


(7) RCE 
à 


que l'on peut encore écrire comme il suit : 


(28) ds — Rue dk. didydx 


y 
+ as LP feed a [éd 
far f eh dide— [ as L'f À... dx 
+ [pas dekcgras- ff Re. 


+ etc. 
12. 


| (92 ) 
Cette dernière formule, dans laquelle chaque terme du second membre 
pourrait être calculé séparément, en vertu des principes exposés dans le 
$ IT, est précisément celle qu'a obtenue M. Sarrus, dans le Mémoire cou- 


ronné par l’Académie des Sciences. 


$ VI. — Sur les diverses formes que peut prendre la variation d’une intégrale définie simple 
ou multiple. 


Considérons de nouveau l'intégrale définie multiple 


(1) s=f [["...4..ddydr, 
x Va Ve 


dans laquelle on a 
(2) RES LÉ DURS A PONT AE CPR CT pr À 


les limites 4, y pouvant être des fonctions quelconques de +, les limites : 
des fonctions quelconques de x, y, etc., et u, v, w,... désignant des vo 
tions de x,y,z,... dont la une puisse varier, tandis que la lettre f indique 
au contraire une fonction de forme invariable. Comme la valeur de cette in- 
tégrale s dépendra uniquement des valeurs des quantités x, x, et des formes 
des fonctions de x, y, z,... représentées par y, y, par, z,... et par 4, v, 5,..., 
il s'ensuit que, dans la recherche de la variation totale ds, on pourra se bor- 
ner à tenir compte des variations propres des quantités représentées par 


x, X,; fs Y; LAC AR EURE > LU, Ÿ, wWw,.,. 


En opérant ainsi, on obtiendra une valeur de ds composée de termes dont 
chacun, dépendant d'une seule des variations propres 


dix, d\x, d\Y, dy, d\z, d\z, 0 d\u, d\v, d\w,. °. 


pourra être calculé séparément, en vertu des principes établis dans Le IF; 
et cette valeur de ds sera précisément celle que fournit l'équation (28) du 
paragraphe précédent. Alors aussi, l'intégrale s étant considérée comme une 
somme d'éléments, l'accroissement partiel de cette intégrale correspondant 
à des accroissements infiniment petits des limites 


Lys Yo Vi 2,Z;...) 


sera une somme d'éléments nouveaux qui s'ajoutera aux éléments primitifs 


( 93 ) 
de l'intégrale, tandis que chacun des éléments primitifs, conservant sa valeur 


et sa forme, continuera de correspondre aux mêmes systèmes de valeurs des 
variables x, Y, Z,.... 

Au reste, au lieu d'ajouter à l'intégrale s de nouveaux éléments infiniment 
petits, on pourra changer infiniment peu la valeur et la forme de chaque élé- 
ment. Pour y parvenir, il suffira d'attribuer aux variables 


M) PT, 3: 
\ des accroissements infiniment petits 
Ax, AY, Az;... 


dont chacun pourra être fonction de x, y, z,.-- et de l'accroissement infi- 
niment petit « attribué à la variable indépendante qui a pour variation 


l'unité. Cela posé, soient 
X,:Y, 2,... 


les variables nouvelles dans lesquelles se transforment 
LD) 520. 
quand on attribue à celles-ci les accroissements Ax, Ay, Az,..., en sorte 
qu'on ait 
(3) X—x+Ax, Y=7y+Ay, L—z+A7,.... 


Soient encore | 
AUS 


les accroissements infiniment petits que prendront les quantités 
kets 


lorsqu'on changera x en x + AX,ÿ en ÿŸ + Ar, z en 3 + Az, en faisant de 
4 y 
plus varier les formes des fonctions w, , w,..., et posons 


K = # + A4. 
Dans la nouvelle intégrale 


s + AS, 


la fonction différentielle sous le signe f se trouvera représentée, non plus 


par le produit 
F k... dzdy dx, 
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mais par le suivant 


K ... dZdY aX. 


D'ailleurs, la variation totale ds se déduira de l'accroissement total As à l’aide 
de l'équation 


(4) ds = im #3 , 


Observons maintenant que l'accroissement total As étant celui que prend 
l'intégrale s quand on substitue simultanément la variable X à la variable x, 
la variable Y à la variable y, la variable Z à la variable z,..., enfin la fonc- 
tion K à la fonction #, on pourra, en vertu des principes établis dans le (II, 
calculer d'abord la variation partielle de s relative à chacune de ces substitu- 
tions, et déduire des variations partielles des sa variation totale qui se réduira 
simplement à leur somme. D'ailleurs, si l’on se borne à remplacer dans l’inté- 
grale s la fonction # par la fonction K, on obtiendra une nouvelle intégrale 
dans laquelle la fonction différentielle sous le signe f sera 


K... dzdy dx —(k + Ak)...dzdy dx. 


Donc alors la nouvelle intégrale sera réduite à 


[JS a+... ddr, 
æ Va Vz 


et l'accroissement de l'intégrale s à 


X Ey: Z É : 
| [JT a. dax 


En divisant cet accroissement par :, et faisant ensuite converger : vers la li- 
mite zéro, on verra le rapport 


A4 


[4 


converger vers la limite dk, et l'on obtiendra ainsi une variation partielle 
de s représentée par l'expression 


[LI Duck. ddr 


. (9 ) 


Cette expression est effectivement la variation sis de s correspondante 
à la variation totale dk de la fonction 4. 


Concevons à présent que, sans altérer la fonction k. on se contente de sub- 
stituer, dans le produit 


k.. dz dy dx, 


à l’une des variables x, y, 2, la variable correspondante X, ou Y, ou Z,..…. 
Supposons, pour fixer les idées, que l'on substitue Z à z. Alors, dans la nou- 
velle intégrale, la fonction différentielle sous le signe f sera 


k.. dZ dy dx … 


Si d’ailleurs l'intégration relative à z est celle qui s'effectue la premiere dans 
l'intégrale s, il sera facile de substituer, dans la nouvelle intégrale, la va- 
riable z à la variable Z, et pour y parvenir il suffira d'observer qu'en laissant 
x, y, invariables, on tirera de l'équation Z — z + Az cette autre formule 


dZ = (1 + D,Az) dz. 


Donc la nouvelle intégrale, rapportée aux variables primitives, renfermera 
sous le signe f la fonction différentielle 


k(1 + D,Az).. dzdy dx, 


et se réduira simplement à 


nue Æ(1 + D, Az)... dzdy dx. 


Donc, lorsque dans l'intégrale s on substituera Z à z, l'accroissement de cette 


intégrale sera 
X eY 
L f il … # D, Az... dz dy dx. 


En divisant par z cet accroissement, et faisant ensuite converger « vers la 
limite zéro, on verra le rapport 


D, Az Az 
3 =D, - 


L 


converger vers la limite 


( 96 ) 


et en conséquence l'on obtiendra une variation partielle de s représentée par 


l'expression 

EARTUAE F« 

oi … A D,dz... dz dy dx. 
hu 4 Zz 


Ainsi, pour former la variation partielle de s correspondante à la varia- 
tion bte dz de la variable z, il suffira de multiplier, dans l'intégrale s, la 
fonction différentielle par la dérivée partielle 


D, oz. 


On prouvera de la même manière que, pour obtenir la variation partielle 
de s correspondante à l’une quelconque des variations 


dt; dy 07,5. 


il suffit de multiplier, dans l'intégrale s, la fonction différentielle par la dé- 


rivée partielle à 
De0x, 08 D 07 où D02..: 


et pour lever les difficultés que l’on rencontre au premier abord quand on 
veut étendre la démonstration ci-dessus exposée à toutes les variables x, 
J'3 2,.…, il suffira d'observer que dans une intégrale multiple la fonction sous 
le signe f ne change pas quand on change l’ordre des intégrations. Telle est, 
en effet, la conclusion à laquelle on est immédiatement conduit, en considé- 
rant une intégrale multiple comme une somme d'éléments qui correspon- 
dent à certains systèmes de valeurs des variables x, y, 2... auxquelles se rap- 
portent les intégrations, c'est-à-dire à des systèmes de valeurs de x, y, z, 


compris entre certaines limites, 
En résumé, les variations partielles de s, relatives aux variations totales des 


variables x, y, z,..., sont respectivement 


JS f ADièe...dedy dx 

x Va V2 

SES … AD, 07... dzdy dx, 
' 7 > “h1,0%.. . didy dx, 


etc... 


(97) 
En leur ajoutant la variation partielle qui correspond à la variation to- 
tale d'# de la fonction #, on obtiendra immédiatement la variation totale de 5, 
telle qu’elle est donnée par la formule connue 


= ff" [7.8 didy dx 
ÉAPRIE 


X Y 7 
+ [ff ADiex+D,à+D.85+..) dy de. 
X Y Z 


L’équation (5) n’est pas la seule que l’on puisse substituer à l'équation (8) 
du paragraphe précédent, dans la recherche de la variation totale ds. Cette 
variation peut encore être présentée sous une autre forme peu différente et 
que nous allons indiquer. 

Si l'on nomme [4] la fonction de x, y, z, en laquelle se transforme la 
fonction } déterminée par la formule (2), quand on y considère w,v, ww, 
comme fonctions déx, ÿ,z,..., on pourra exprimer la variation totale d4, à 
l'aide des variations totales | 


ON OM De 
de x, y, z,.., et des variations propres 
alu, div, Du... 


des fonctions w, », 1, Effectivement, si l'on remplace dans la formule(23) 
du $ II la lettre s par la lettre À, on trouvera 


(6) dk = D, [A]dx + D, [4] dr + D, [4] d2 +. 


+ Dkdu+D,kd vo + D,kÆdiw +.….: 

puis, en posant pour abréger, comme dans le paragraphe précédent, 
(9) Ak=D,k du + D,4d v + D,kdw +, 

on obtiendra la formule 
(8) = À k + D, [4] dx + D, [4] dy + D,[k] d3 +... 


D'autre part, si l'on désigne par les notations 


kox], [kark: [kdz],.…. 
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les fonctions de x, y, z,.., dans lesquelles se transforment les produits 
ko=, .k0y7, Km, 


quand on y considère 4, , w,.. comme fonctions de x, y, 
identiquement 


Z,..., on aura 


D, [4] dx + AD, dx = D,[kdx], 


. D, [A]Ïdy + AD, dy = D, [kdy], 
| D.[klès + HD, d: =D, [Ko:], 
etc... 


Cela posé, on tirera de l'équation (5), jointe aux formules (8) et (9), 


ou — À k.. didy de 


al [ TE ak dx] + D,[4dy]+ D, [kdz] +..}.. dsdy dx, 


(10) 


ou, ce qui revient au même, 


d LLC: k.. Jde dy dx 
+.) LL» 2 [A0x]... de dy dx 
+ f. Pp … D, [kdy]... de dy dx 
Us -[kdz].. dz dy dx 

+ etc. | 


Il nous reste à prouver que la formule (5) ou (11) s'accorde avec la for- 
mule (28) du précédent paragraphe. On y parvient facilement en suivant, 
comme nous allons le faire, la marche adoptée par M. Sarrus dans le Mé- 
moire déjà cité. 


(11) 
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$ VII. — Comparaison des formules établies dans les troisième et quatrième paragraphes. 
Différentiation d’une intégrale multiple, relativement à une variable distincte de celles aux- 
quelles se rapportent les intégrations. 


Pour pouvoir aisément comparer entre elles les formules générales établies 
dans les paragraphes précédents, il est d'abord nécessaire d'exposer les règles 
de la différentiation d'une intégrale multiple relative aux variables x, 7, 2,... 
par rapport à une autre variable #. Or, ces règles se déduisent immédiate- 
ment de la formule (27) ou (28) du $ V. En effet, soit 


(1) se ff ff. dsdrdr 
| ASS 


une intégrale multiple, dans laquelle X représente une fonction donnée, non- 
seulement des variables x, y, 2,... auxquelles les intéprations se rappor- 
tent, mais aussi d’une autre variable #; et supposons encore que +, x repré- 
sentent des fonctions de t; y, y des fonctions de x et de t, 2,2 des fonctions 
de x, ?,'t;ete. 
Pour obtenir la valeur de 
ds— Da, 


ou, ce qui revient au même, la valeur de 
D,s ° 


il suffira de chercher la variation ds de l'intégrale s, en considérant £ comme 
seul variable dans les fonctions représentées par les lettres 


x, X3 Yo Y57) 2 uni 
puis de remplacer chacune deslettres caractéristiques d, d\ par la lettre carac- 
téristique D, dans la formule (27) ou (28) du $ V. On aura, en conséquence, 


(a) Ds= [| ff... ma. ddrdr 


+ [fer si Ds 1 [ff ...4.didy 


L'4 pa 
x  Y=Y pz X ° Y=4Y pZ 
+ f | Î.k..dsdx — [ D [kde 
œŒ y. Z—=92 x À à Z—=53 
" De 1 réel JD 1... drdr 
IAE A ; | 
+ etc. 


3. 
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De la formule (2) on peut tirer immédiatement une autre formule qui sert à 
la réduction d’une intégrale multiple dans laquelle la fonction sousle signe f se 
trouve différentiée par rapport à l’une des variables auxquelles se rapportent 
les intégrations. En effet, si l'on intègre par rapport à £ et entre les limites 


Us, À ARSS-mms À à 


chacun des termes de la formule (8), alors, en désignant, pour abréger, la 
différence 


À po 7 
* Ro ee 
K (X 
par la notation (*) 
À Ford), 4 
| S, 
DE 


(*). Cette nouvelle notation , analogue à celle dont les géomètres se servent pour représenter 
une intégrale définie, permet de rendre plus simples et plus concises un grand nombre de 
formules d’algèbre ou de calcul infinitésimal. Ainsi , par exemple, en vertu de la notation dont 
il s’agit , la formule | 


x 
1 D,udx — f(x) — f(x), 


dans laquelle on suppose « = f(x), sera réduite à 


Lx 
‘h Diudrs= | u; 


XL — x 
pareïllement la formule 


F j D, D,udy dx = f(x, y) —f(x,y)— f(x, y) + f(x; y), 
dans laquelle on suppose # — f(x, y), sera réduite à à 
a éd on 
‘L J DO DA 
x dr 
pareiïllement encore la formule 


D 1È 15 D,D,D,u=f(x, y,2)+ f(x 4,2) + f(s, y, 2) Le, ") 
— Le 42) — 1e, y: 2) — (x y 2) —f(s, y, 2). 


dans laquelle on suppose « — f(x, y, z), sera réduite à 


X—=X JV 2—Z 
[JA venSe entente 
Lx FY—YyZ—=;: s 
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on trouvera 


Pt t x ÿ Z 
(3) bi J À .D,k...dz dy dx dt 
os b 2 
XX fy X—x hY PZ 
+ [ox | f LE dedydt— | D. J fl -k. ddr de 


+[ fi De chdsdrde [” ILE Ni hs drdt 
Z —=2Z . 
+[ fe. Dekdad— [| [° De | …k.… dydrdt 


+ etc., 


et par suite, eu égard à la formule (1), 


CL 
(4) JAI DK... de dy dædt = PP k.. ds dy di dt 
b ne 
Lx X—= x 
f D,x Lin Pi de al: D. ir ‘E A CE . dzdy di 
JEY x J=Y fe 
ii [os | Un ad 1h D ï . Rd zARdt 
b Vx Fo PE z 
Z—=72 t 7 LA à Ta 
= jf JE k D, [kedydrdt+ f Î fn DE 0 
PU 4 


— etc. 


D'ailleurs, il est clair que les deux dérivées D,x, D,+ seront, avec x et «, des 
fonctions de la seule variable £; que pareillement D, y, D, seront avec y et y 
des fonctions des:seules variables £, x; que D,z, D,: seront avec z et : des 
fonctions des seules variables £, x, y, etc. Donc la formule (4) pourra en- 
core s'écrire comme il suit : 
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At XX PY F2. Lt FX FY pz | 
G | f J f -k. dedrdrd = | JF fr. dard 
E 4 Z x 4 z 
tT=X nY LM Riu Y PZ 
—f Fr Da. dedat+ f Fe fe fre Dir ddr 
E 


LA 


y Z 
LPXY=Y 2 X Ÿ = 
se UE f AV: tease + [ [7 He … kD,y4... dz dy dt 
is Vz Ê 
Le nx \ Fée : Z=2 
ff J | AD,2.. darat+ [ [° | .…kD,:... dy dx dt 
EL 4 ; 


— etc. 

L’équation (5) permet de réduire facilement la formule (11) du $ VI à la 

formule (28) du $ V. En effet, si, dans l'équation (5), on substitue à la va- 
riable £ l’une des variables x, y, z,..., et à la fonction 4 l'un des produits 


kox, Kkody, koz; 
alors, en désignant par les notations 
[kdx], [kdr], [kdz], 
placées à la suite des caractéristiques D,, D,, D,,... ,les dérivées partielles 


de ces produits, considérés comme fonctions de seules variables x, y,z,..., 
on trouvera successivement 


L=X Y fPZ 
LS DTkor].: a il Re .kèx.… dz dy 


1 


done À 
= f- . kD,y dx... dzdx ef" NE RD,y0x... dz dx 
Y 2 —=7Z VA fat 2 
—f . mkDerde. ddr + f° JP AD 00) ddr 
x *4 Ne 


= CIC... 
(6) Y PZ = Z 
ff D, fRerl. de =". | if ide 
ag Ÿz F4" 2 
ÿZz—=Z à Route 
— L …*D,2 dr. dy + | | AD 
4Y on 
— etc... 
Z AE / 
Dihisl. de [| ke te 
z 23% 
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D'autre part on aura 


ir [- Kdx. at f f- dom. day — À [fox did, 
XL x . : 


% 
= Y=Y D Lceb 7 ou 
1 OR ne | f. …k9y... dz — | [ Aer. de, 
A 2 FA Z 
Z= 7 Z=Z 2 2 4 Les 
les | 49 L' 00, 
Z2=2 
etc. 


De plus, dans la recherche des quantités 


in 0x... ds dy, bi  kdx.. ddr, 


qui représentent les valeurs de l'intégrale 


1 kdx. ds dy, 
AIS 


correspondantes aux valeurs + et x de la variable x, on pourra, en considé- 
rant cette intégrale comme une somme d'éléments, commencer par réduire, 
dans chaque élément, le facteur dx du produit 


kdx 


à la valeur dx ou dx que prend ce même facteur pour x = + ou pour æ = x. 
Une remarque semblable étant applicable aux intégrales de la forme 


Z 
J … ROY... ds, etc., 


on pourra aux formules (7) substituer les suivantes 


er Fe AËÏL., didy — op 22 dx... dzdy NE 7 


% 


J —=Y Y —=4Y Z F=Y Z 
[kr = ( f ….kÔy.….dz— | [ 4du... de, 
F—=Y "2 F2 z 


lkds..= | ….khdnerbliok%ds: 
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En vertu de ces dernières, jointes aux équations (6), la formule (11) du $ IV 


donnera 
». € ; Z 
(9) = f f 1 … JA... ds dÿ dx 
ha y z 
X—X Y p2Z L—x hY hn2 
+ OI fn. did — À [7 [kde ddy 
Y Zz y} z 


x * 


XV —=Y Z X Y—Y Z | 
+ f | f…kGy-Diyox)..dede- f [ff .k(@y-D,yox).didr 


Y 2—2Z . 
+f f | … (02 — D,zdx — D, z0y). dy dx — etc. 
x V4 
ct CLC:... 


Enfin, puisque + et x sont indépendants de +, y, z,..., tandis que y et y 


sont fonctions de x, - et z fonctions de x, y , etc... , il suit des principes éta- 
blis dans le $ 1I que les variations totales 


dx, OX, d'y, OY, Oz, 02... 
des quantités 
X) À Yo Vo 25 Zi... 
sont liées à leurs variations propres 


Îx, d\x, dy, dy, d\z, d\z,…. 


par les formules 


RE de, Dx = d\x, 
(10) y = d\y+ D,ydx, dy = ÂAy+D,ydx, 
M= A:+D,:0x+D,:dy, d2= d\z+D,20x + D,zdy, 
2 À ARE PC. 


Donc l'équation (9) pourra être réduite à la suivante : 


( 105 ) 


FPS LA 

(1) = f ff .…Ak. did dr 
ba y z É 
T=x Le 


+ | [frs ar fe j …kd\ +. dzdy 


4 
#ÿ EE fl ksy. dedx À PI ff katu. dede 


x 
z 


+ NET kd\z.. dy dx L [ST He. dfér 
x ‘y = V4 


+ etc... 


Il y a plus; comme les variations propres des limites d'une intégrale mul- 
tiple, étant dues au seul changement de forme des fonctions qui représen- 
tent ces limites seront nécessairement , d’autres fonctions de même nature, il 
en résulte, 1° que les variations propres 


d\x, d\x 
seront, avec « et x, indépendantes des variables æ, y, 2, ; 2° que les va- 
riations propres 

dy, A y 
se réduiront, avec ; et y, à des fonctions de x; 3° que les variations propres 


d\ 2, d\z 


se réduiront , avec : et z, à des fonctions de x, y,etc.... Donc la formule (r1) 
pourra être réduite à la suivante 


(12) ds = ff ft. ddr dx 
x Va V2 
+ DT [fe did — 7 PES je ['f ddr 


oi tue 


x Y =Y Z x F—=Y Z 
+ [ ie 1 f-k. dde f[ As | [ k. dadz 


c'est-à-dire à la formule (28) du $ V. 
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( 106 ) 
# 
$ VIIL. — Sur la variation partielle qui, pour une intégrale définie, simple où multiple, 
correspond aux variations propres des fonctions renfermées sous le signe J. ; 


Soit, comme dans le $ V, 


(1) | s= ff flukdrdy de 
x Va Va 


une intégrale définie multiple, dans laquelle on ait 
(2) La ER, MS. à M9, Mie) 


les limitesy, y pouvant être des fonctions quelconques de x, les limites 2, z 
des fonctions quelconques de x, 7,3 et u, v, w,... désignant des fonctions 
de x, y, z,…. dont la forme puisse varier, tandis que la lettre f indique, au 
contraire, une fonction de forme invariable. Si l’on nomme 


d\k _et. dis 


les variations partielles de s et de 4, correspondantes aux variations propres 
Mu, AU. 


des fonctions 4, #, v,...; on aura, en vertu de la formule (24) du $ V, 


>. 4 \ 4 Z 
3) a= f 11 ik …\k...dz dy dx, 
H Li Z 


la valeur de À Æ étant 
(4) Ak = D,k du + D,kd\e + D,.4 dtw +... 


Or, en général, dans les problèmes dont la solution est l’objet du calcul des 
variations , les fonctions 
4, OU. 


que renferme l'expression f(x, 7, 2,.., u, v, w,.:.), ne sont pas toutes in- 
dépendantes entre elles, et plusieurs de ces mêmes fonctions se déduisent 
des autres, à l’aide de différentiations relatives à x, à y, à z, etc. Cela posé, 


l'expression 
FH, 2... U, v, 9.) 


devra être censée renfermer généralement, avec certaines fonctions, 


U, Vs 1Vy. 15 


( 107) 
dont les formes pourront varier arbitrairement , les dérivées partielles de ces 
fonctions par rapport à x, y, z,.... Soit r l’une quelconque de ces dérivées, 
en sorte qu'on ait, par exemple, 


(5) r'= HD’... 


La fonction r se réduira simplement à la fonction w, lorsque les nombres 
entiers /, m, n,.. se réduiront à zéro; et le second membre de l'équation (4) 
se trouvera représenté par une somme de termes de la forme 


D,kd\r, 


mais relatifs, les uns à la fonction x, les autres aux fonctions v, #,..., qui 
pourront être successivement substituées, dans la formule (5), à la fonction 
u. En conséquence , on pourra écrire l'équation (4) comme il suit 


(6) Âk= ŸD,kdir + etc., 


le signe >, indiquant une somme de termes de la même forme, et relatifs à la 


même fonction w, mais à divers systèmes de valeurs des nombres entiers 
L, m, n,....Si, pour plus de commodité, l'on pose 


DAS R; 
l'équation (6) se trouvera réduite à 


(7) A k = Ÿ Rdr + etc. 


Concevons maintenant que, la valeur de r étant déterminée par la for- 


mule (5), on nomme : 
Au, Ar 


les accroissements infiniment petits de w et de r, dus seulement à un chan- 
2 

gement de forme de la fonction x, et correspondants à l'accroissement infi- 

niment petit : d’une quantité dont la variation serait prise pour unité. La for- 


mule (5) entraînera l'équation 
r + Ar = DD D’... (4 + Au), 


et, par suite, l'équation 
Ar = D'D"D'.. .Au, 


(108) 
de laquelle on tirera, en divisant les denx membres par r, 


Ar u n n Au 
—.2æ D, D’ D:...—. 


t 


Si, dans cette dernière, on fait converger v vers la limite zéro, on verra 
les rapports 


converger vers les limites correspondantes 
dir. d\lu, 
et l'on trouvera définitivement 
(8) Ar = D'D'D:.../\u. 
Au reste, la formule (8) peut se déduire directement d'un principe précédem- 
ment établi [voir le $ IV], et en vertu duquel on peut intervertir arbitrai- 
rement l'ordre des deux ou de plusieurs opérations indiquées par des caracté- 


ristiques qui servent à exprimer, les unes des variations partielles, les autres 
des dérivées partielles. En effet, en vertu de ce principe, on aura 


(9) A D!D7 D'...u = DID? D... Au; 
et, par suite, la formule (5) entraînera la formule (8. 


Si l'on substitue la valeur de d\r, déterminée par la formule (8), dans l'é- 
quation (7), on trouvera 


(10) d\k — > RD, D'D'...d\u + etc.; jE 


puis, eu égard à cette-dernière, on tirera de la formule (3) 


X hnY n1 
(x1) dÙs [ L É 7 à RD°:D"D"...J\u...d:d; dx +etc., 
x 4} z 


ou, ce qui revient au MÊME , 


AL 


X y ‘ 
(12) d\s — . J J J …RD,D'D'... fu... dzdy dx + etc. 
x 1} Z 


Si les variables 
Ly Jo 3. 


( 109 ) 


se réduisent à une seule x, on aura simplement 
X 
(13) dis 5 Ÿ RD, d\udx + etc, 
na 


Dans chacune des équations (12), (13), nous n'avons mis en évidence que 
la somme des termes relatifs à la fonction w. Les autres sommes, qui de- 
vront être ajoutées à celles-ci, seront de même forme, mais relatives aux 
fonctions y, #,..…. 

Il importe d'observer que, dans la plupart des termes qui composent les 
seconds membres des équations (12) et (13), les variations propres 


d\u,, dv, d\w,…., 


des fonctions &, y, w,..., se trouvent engagées sous les signes caractéris- 
tiques D,, D,, D... Mais on peut, à l'aide d’intégrations par parties, faire 
en sorte que ces mêmes variations soient , dans chaque intégrale simple ou 
multiple, débarrassées de quelques-unes des caractéristiques 


3 ANSE : AA: ASS 


savoir, de celles qui indiquent des différentiationspartielles relatives aux va- 
riables par rapport auxquelles les intégrations s'effectuent. C'est, au reste, ce 
que nous expliquerons plus en détail dans le paragraphe suivant. 


SIX. — Sur les réductions que l'on peut effectuer, à l’aide d’intégrations par parties, dans 
les variations d’une intégrale définie, simple ou multiple. 


Les réductions qui sont l'objet de ce paragraphe se déduisent aisément 
de quelques formules très-simples, que nous allons rappeler en peu de mots. 

Concevons d'abord que l'on représente par À une fonction des deux va- 
riables x, y; et nommons [4] ce que devient £ quand on y pose 


TE 


y étant une fonction donnée de +. On aura identiquement 


Y=ÿ 
mie | &; 
et la valeur de la dérivée 


D, [4] 


sera fournie par une équation analogue à chacune des formules (14) du SHH. 


(: 116 } 


Effectivement, cette valeur sera 


D,[4]= D,#+ D,4#D,r, 


pourvu que dans chacune des quantités 


D,4, D, 4, D, ; 
on pose ÿ = y. En d’autres termes, on aura 


Lot ST dre pa à 


ou, ce qui revient au même, puisque D,v est indépendant de 
9 il + ; FE P TJ 


| A FO du à sEpn) ° 
1) D, | £ — | D,4 + | D,xD,r. 
Pareillement , si l'on pose y = y, y désignant une nouvelle fonction de x, 
la valeur de #, correspondante à la valeur de y, sera 
be | 
| À, 
et l'on aura encore 


FSÆEY =: T=Y 
(2) D... LA =,.1.0.k #1 D.KD.. 


Enfin, si l'on combine entre elles, par voie de soustraction, les formules 
1) et (2), alors, en ayant égard à l'équation identique 


sn ok | da À 


TES 
on trouvera 
N Ahocr ed K ducs À dit: | JT 
3) D 1.£ = 1 D. + ] D,ÆAD:y — | DD 
TE Y FE 


Supposons à présent que, dans les formules (1) et (2) du $ VIE, on réduise 
les variables £, x, y, 2,... à deux. On tirera de ces formules, en remplaçant 
‘£parxetxpar y, 
. y Es] dors. à 
4 D. f kdy= ["Dkd + 1 'kby —" T'en, 
y Ÿ 


CEFE.) 
il est bon d'observer que, si les fonctions 
ket D, A 


sont des fonctions continues de y entre les limites y = #, y = y, il suffira 
de remplacer, dans la formule (4), 4 par D,k, pour reproduire immédiate- 
ment la formule (3). 

Concevons maintenant que, k étant une fonction des variables 


T', D» Zoe. 


-. 


on représente par 4 et y deux fonctions données de x; par : et z deux fonc- 
tions données de x, y, etc. Désignons d’ailleurs par 


rs O4, 
ou l'expression É 
J=Y 2=7 
‘4 ER 
T = 4} = 2 
ou l’une de celles qu'on en déduit quand on remplace quelques-unes des opé- 
rations qu'indiquent les signes 


Dr ee 
Fos Li ete, 
J —=Y Lcd À 2 


par des intégrations effectuées relativement à y, à z, etc., entré les limites 
écrites au-dessous et au-dessus de ces mêmes signes; en sorte que la seule 
caractéristique 

Û] 


indique un système d'opérations auxquelles on doit soumettre successivement 
la fonction #. Alors [# représentera, 1° si les variables x, y, z,...se réduisent 
à une seule variable x, l'une des deux expressions 


FE \J 
à f kdx ; 
T4 y 


2° si les variables x, y, 2, se réduisent à deux, æ, y, l'une des quatre 
expressions 


DA DE + À F —=Y Y ; \4 SZ Y Z 
RARPTN NOT Jde, f | kdy. [ Î k dz dy; 
A} AS | a} z 


YF = Y S—=12 Y—=Y 1} L Z 
ete. 


Cora: 
Dans tous les cas, on déduira aisément des formules (3) et (4) la valeur de 
la dérivée D,C4. Ainsi, en particulier, comme on tirera successivement de 
la formule (3), 


= Z =7Z =V 2—=Z = Z =Z 4 —=Y 2 —=2Z 
DT CA TR TA T | eee LÉ. 
F—=Y LES Y=Y 2e . 222 DT 
et 
Z —=Z Z = Z Z—=2Z Z2—=2 
He. {6.7 D,4 : di D,AD,z er D.AD,:, 
22 = Zz 


ou en conclura définitivement 


: JT 2—=2Z JF —=YZ—Z à + 
Os Bot TE = LL. ' NRt 
’ VY=YET—z Y—=HZ—=Zz 
—= Z —=7Z « YA Z =Z 
D Gr | D, | kD,Y — | D, | AD," 
S —=2z GS ZEZ 
F— 2 —=7Z — 8—=1 
+ | | D,4D,z — | | D,4D,:. 
YF —=Y JT —=Y 


Au contraire, on tirera de la formule (4) 


Y. n2 Y Z 
6) D, Î Î kdzdy — f Î D,kdzdy 
1} z Là SA” 


JE pe EN ‘pè 
+ 1 f ADeyds = 1 [ Ds 


s3 Y:2—=7% y z—=2Z 
+ f | 4D,zdy — Ÿ | AD,ydr. 
% s à 


Eañin, on tirera de la formule (3), combinée avec la formule (4), non- 


seulement 
"JET pt J=Y p2 
(7) DS 1 Î lle = :] [ D,4dz 
Ve y 2 VÆyTr 
Y=Y pr? _ J=Y pi 
FU D, f kD,yd — | D, f kD,ydz 
Y—Y2Z—=Z I TZY2—=: d 
+ kD,7 Er | | kD,: 3 


(4 Y=Yy 


143 ) 


mais encore 


Z 
Let YZ2— 
| 


y} 
+ f | D,4D,2dy — f 
44 y 


Généralement, en vertu des formules (3) et (4), La dérivée de Hk, relative a x, 
se composera de plusieurs termes dont on obtiendra le premier en rempia- 
cant, sous les signes f ou | , la fonction k par sa dérivée D, k. Lesautres termes 
se grouperont deux à deux, de telle sorte que les divers groupes correspon- 
dront aux diverses variables y, 2,..., distinctes de x, et que, dans chaque 
groupe, les deux termes précédés , l'un du signe +, l'autre du signe —, 
correspondront, l'un à la limite supérieure, l'autre à la limite inférieure 
d'une même variable. Ajoutons que les divers termes seront ; aux signes 
près, de mêmes formes ; et que, pour obtenir l'un deux, par exemple le 
terme correspondant à la limite supérieure ÿ de la variable y, on devra , 
en vertu de la formule (3) ou (4), substituer, dans la valeur donnée de Ti, 
le produit kD, y à la fonction k, en remplaçant ou le signe 


D.AD,:dy. 


+ d der PR 
par LD 
FT —=Y 
ou le signe 
+4 Ÿ dues 
f par Fe 


el supprimant d'ailleurs, dans le second cas la différentielle dy. 


On pourrait concevoir que, dans la caractéristique [, les signes 


y FA 
CNE ET 
Y —=Y D ns 


_ 
La 


fussent modifiés séparément ou simultanément, de telle sorte que le premier 


se trouvât réduit à un signe de laforme | ", ou le second à un signe de la 
2=7 
forme | ,..….. Alors, dans la valeur de D,CU4, calculée à l'aide de la règle 


J 
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(44) 


que nous venons d'énoncer, on devrait réduire à un seul les deux termes 
correspondants aux deux limites d’une même variable, et conserver seu- 
lement, dans le premier cas, le terme correspondant à la limite y de la 
variable y, dans le second cas le terme correspondant à la limite z de la 
variable z, etc... 

La dérivée D,Ok, calculée comme nous venons de le dire, se composera 
généralement de termes dont chacun sera de l’une des formes que [JA pour- 
rait prendre, à cela près que la fonction Æ se trouvera remplacée par une 
autre, et que la lettre caractéristique | 


D... où D... 


pourra se trouver imterposée entre deux signes de substitution ou d'intégra- 

tion. Mais il est bon d'observer que, dans ce dernier cas, on pourra, en re- 

courant de nouveau à la formule (3) ou (4), se débarrasser de toute caracté- 

ristique D, où D,,... qui précéderait un où plusieurs signes de substitution ou 

d'intégration. Ainsi, par exemple, pour se débarrasser, dans la formule (5), 
. : 2—TZ : 

de la caractéristique D, qui précède le signe |, il suffira d'observer que 


lon a, en vertu de la formule (3), 


LA / PE Hemnd / je ffunants 4 D 
D, be D, k+ | D.4 D,z k D,4 D, 
AE à Re — "2 
et par suite 
MER LL à En ed 
| D, | 4D, M | | D, k D,y 
Sz='£ F £-=— 2 
1 ! D Aponsu: sa À JET 2 
nc j D,4AD,zD,y — | | D4D,:D,y, 
(9) 
Tee Z 


JE42TZ 
J—— | D, k D, if 


ee \ rue À 
PNR Da 


+ Ne | DADesD.s tt 1 D, KD,-D... 


Pareillement, pour se débarrasser, dans la formule (7), de la caractéris- 


L 
tique D, qui précède le signe d'intégration Ÿ , il suffira d'observer que l'on 


z 


Z FA) / LEZ 


| . 
D, f hdi = | ENS BA | 4D,z— L AD, 


V=IN 


Y=Y #7 y Ÿ 2 
HA eu J D,4D, y de: 
era Pme À T=Y Z =2z 
+ | | AD, 25% 1] AD :D-v% 
10) 
= 


Pz J=Y f2 | 
HD, -#Deyde | J D,4D, y dz 


2 
T 


F=Y Z2=2 K=Y D 
+ | | AD,2D,y— | | “#D,:D,#. 
A l’aide de semblables opérations, répétées autant de fois qu'il sera néces- 
saire, on finira évidemment par obtenir une valeur de D,0# composée de 
termes dans chacun desquels les signes de substitution ou d'intégration ne 
seront plus jamais séparés les uns des autres par l’une des caractéristiques 
D,, D... On trouvera ainsi 


(rr) D,04 == QD,k+04, + 0,4, te, 
en désignant par 
TR 
des fonctions rationnelles de 
D} 6 DA 
et de 
D, D, :, « pes 
Div Dr Dz. 


qui seront linéaires par rapport à 
k, D,£4, D,f; 
tandis que les caractéristiques 
ro 
désigneront des systèmes d'opérations pareils à celui qu'indique la caracté- 


ristique [, à cela près que dans le passage de [ à [j,, ou à [),,... on pourra 


1). 
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remplacer quelques opérations par d'autres, en substituant , par exemple, au 
signe 
J=Y 


/ _ 
ES 
LÉ 
ou bien au signe 
y 
? 
cé 
l'un des deux signes 
Y=Y J=Y 
| , eT | 5 


et supprimant daus le second: cas la différentielle dy. Ajontons que, dans 
les expressions [,k,,0,4,, etc..., la dérivée D,4 se trouvera toujours pré- 


cédée de l'un des signes . 


y | 
et jamais engagée sous le signe [l d'une intégration relative à la variable y : 
Br, 
que pareillement la dérivée D,Æ se trouvera toujours précédée de lun des 
deux signes 


TL —- 
pee 
Z _—. 
et jamais engagée sous le signe . d'une intégration relative à la variable z; 
." 


ete: 


Concevous à présent que l'on intègre, par rapport à la variable x, et 
entre les limites - | 
L— x, L—X, 


les deux membres de la formule (1). Alors, en posant, pour abréper, 


4 3x nx 
(Oo K — J Dé dx + | CE, de 4"... 
on trouvera 
; e Pace € 2X 
(13) | = | nD,kdx —K, 
LÉ x x 


{ 117) 
et par suite 
x X=X 
(14) f'obekdr= | Dé. 
x L= x 
Or, comme, dans le second membre de la formule (12), 4,, 4,,.. représen- 
tent des fonctions linéaires de 


hs DD. 


ilest clair qu'en vertu de l'équation (14), l'intégrale 
X 
1. OD.,kdr, 
na 


dans laquelle la dérivée D,Æ reste engagée sous le signe f d'une intégration 
relative à æ, se trouvera transformée en une somme de termes dont aucun 
'offrira plus cette particularité. 


Au reste, une transformation analogue est applicable à l'intégrale 


- 


X 
J n(RD,4)dx, 


que l'on obtient en remplaçant dans la précédente D,Æ par le produit 


RD,4, 


et en supposant que le premier facteur R représente une nouvelle fonction 
de x, y, 2, Eu effet, comme on aura 


D,(R#) = RD, 4 + £D,R, 
et par suite 
(15) RD,k=—D,(RA — kD,R, 


on en conclura 


x 2x 
(16) fe O(R D, 4) dx — J OD,(R4 dx — J DD, R) dx. 


D'autre part, on tirera de la formule (10), en ÿ remplaçant X par R#, 


: aX LT=X 
(17) fon. mhz | DRE», 


x TX 


110 


* désignant une somme d'intégrales relatives à x, mais dont aucune ne ren- 
fermera D, 4 sous le signe f. Donc la formule (16) donnera 


\ 


x TT : X 
(18) ['HmD, b4x= | CRA4) — X — [ O(4D,R) dx. 


x Te 


Or, l'équation (18) transforme évidemment l'intégrale simple ou multiple 


de 
L O(RD,4)dx, 


bu 


dans laquelle la dérivée D, 4 se trouve engagée sous le signe f,en une somme 
de termes dont aucun n'offre plus cette particularité. 

Il'importe d'observer que les formules (1 1), (14) et (17) peuvent être éten- 
dues au cas où, dans la caractéristique []. on substituerait, simultanément ou 


separ ément. 


in Y 4 
. , . 
au signe |, l'un des signes |, | 
. 
Z Z z 
ausigne |, lun dessignes |, |, " 


ete: 


Dans le cas particulier où l'on a C4 —&, les termes représentés dans fa 
formule (11) par U,4,0,4,,.…., se réduisent évidétnhient à à zéro, avec les som- 
mes représentées par K et par X dans les formules (14) et(18). Donc alors, la. 
formule (18) se réduit à l'équation connue 


x Farm à ,X 
(ro) J RD,kdx — | R4 — 1 kD,Rdx, 


H Hem v 


à l’aide de laquelle s'effectue l'intégration par parties, appliquée à à une inté- 
grale e simple, Or, cette opération consiste précisément à transformer une in- 


tégrale simple 


[Re D, dr, 


EL 
dans laquelle la dérivée D,4 d'une certaine fonction 4, différentiée par rap- 
port à æ, se trouve engagée Sous le signe f, en une somme composée de deux 
termes dont aucun ne renferme plus cette même dérivée; et; comme l'équa- 
tion (18) fournit une transformation semblable de l'intégrale 


AX 
J a(RD.4) dr, 


nous pouvons dire que cette équation est, pour l'intégrale dont il s'agit, la 
formule d'intégration par parties. | 

Parmi les applications que l'on peut faire des formules (14) et (18), on doit 
remarquer celles qui correspondent aux cas où l'on suppose 

= | ÿ 
— | 4, oubien OA = [ k dy. 

Fe U 


Dans la première supposition, l'on a 


o# 


DD,k—= 1, D,k. 
= 
D'ailleurs, on tire de l'équation (3) 
HET MNT hr) éRR 
L'Dk=D, | 4 — 1 D,AD,r + | D,4D,u. 
= = 


En intégrant par rapport à x, entre les limites + et x, les deux membres de la 
dernière équation, multipliés par dæ, on obtient, à la place de la formule ‘14, 
la suivante | 


ME EST RS Emi 
{20) J OP dee 1 | À 
x YF —=Y S pma=h à Ÿ —4Y 
| SN Éd | Se 
a 1. | D'#D- Y dx + 1 | D, 4 à à if dx: 
sx Ce 


puis, en remplaçant 4 par R£, et ayant égard à l'équation (16), on trouve 


xY=} sn x) =Y 
+ D RD Le Rk — f |'AD,Rdx 


= 1 N] bagenhs 4 Y—=4Y x sd ( 


oh x Y=Y 
TR | D,(RAD,ydx + [ | D, (RD, y dx. 
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Eofin, conrme on aura non-seulement 


rs À 178 ITS à Ben : 
JEY 
et 
D,(R#) — RD,Æ4 + £D,R, 
MAIS AUSSI 
= y = Y 


3 “4 
[ (DR -- D,RD,y) = 0: /|:R, 
et 
= y 0 
| (D,R + DD —-D LE. 


on frouvera encore 


rx Ÿ=Y Lx FY 
(or) | HD de Si | RE 


ns Y = d Dem FA 


RIT 


#Æ h [ RD,AD,ydx + re L'RD,AD,y dx 
XX Y—=Y == UV, sn 
“ Î D ns [ KD; | Rd. 


= y 


Si, daus la formule (21), on remplace le signe | parlesione | , on aura 
FA 
simplement 
JE TX }=Y XI=S | 
Go) JL RD.4dez REA [ RD, 4D.yéx 
; Er = HAS 
RÉ IF —=Y 
= PÆD: Ro 
x 
Dans le cas où l'on suppose 
a! 
di 
on à 


( 121 ) 
D'ailleurs, on tire de l'équation (4) 


\ Y=Y = 
Joe =D. f kdy — | kD,y+ | 4D,w. 
# LA 


En intégrant par rapport à x, entre les limites +, x, les deux membres de la 


dernière équation, multipliés par dx, on obtient, à la place de la formule ( 14), 
la suivante 


X Ÿ EX À; 
(23) J fockdar = | IR 
x y L—=xT y 
— | kDeyde + | | kD,ydx, 


bo 


qui est évidemment comprise, comme cas particulier, dans la formule (5) du 
$ VIT; puis, en remplaçant # par Rk, et ayant égard à l'équation (16), on 
trouve 


x PT * = e à à 2674) 
(26) J fRD.kaydx = | frag— f" fner aa 
: y HOuErÉ | 


x 4 6 ni] 


+ bob | ET 
— f | R4D,ydx + [ | R£D,ydx. 


bo 


Les formules (21), (22), (24) sont celles que fournit l'intégration par par- 
ties, appliquée aux expressions différentielles 
M és À 


Y mi 
| RD, kdx, | RD,4 dx, (J RD, 4 #) dx. 
NY % Y 


Il est maintenant facile de voir quelles sont les réductions que l’on peut 
effectuer, à l’aide d’intégrations par parties, dans la variation d'une inté- 
grale multiple s, relative aux variables æ, y, z,..., et spécialement dans la 
partie de cette variation qui dépend des variations propres des fonctions ren- 
fermées sous le signe f. En effet, soient 


U; ÿ, w,... 
ces fonctions ; 
“et x, y €t Y; APE Z 
les limites des intégrations relatives à x, y, z,.., et d\s la partie de ds qui 
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Caux) 


correspond aux variations propres 
d\u, d\v, d\w,.…. 


des fonctions u, y, w,.... D'après ce qui a été dit dans le paragraphe précé- 
dent, on aura 


X Y Z 
@ÿ  A=Y 16 à RD! DD... d\u...didydx + ete. 
x y Zz 
c'est-à-dire que d\s se composera de termes de la forme 


>. € Y Z 
6) Î LL \. ….RD!D° Dr..\u.dsdydæ, 
ES LR Z 


R désignant un facteur qui renfermera x, y, z,..., u, v, w,.…., et pourra être 
considéré comme fonction des seules variables +, y, z,.... Or, en vertu d'in- 
tégrations par parties, effectuées à l’aide de la formule (18), on pourra tou- 
jours réduire l'intégrale (21) à une somme de termes dont aucun n'offre, sous 
le signe f d'une intégration relative à une variable donnée, une dérivée de 
Ju relative à la même variable. C'est, du moins, ce que l’on démontrer: 
sans peine à l’aide des considérations suivantes. 
Concevons d'abord que l’on pose , dans l'équation (18), 


k= D; DDR Ju, 


y f2 
oé= ff hdd 
4 z 


Alors cette équation transformera l'intégrale (21) en une somme de termes qui 


X 
renfermeront la variation propre {\u, toujours affectée , sous le signe A ; 


x 


de la caractéristique DE"; sous le signe ‘ , de la caractéristique D’; sous le 


signe 1E de la caractéristique D’, etc. Mais, à l’aide de nouvelles intégra- 


tions par parties, effectuées encore à l’aide de la formule (18), on pourra ré- 
duire successivement la caractéristique D" aux caractéristiques 


5e Leù 
D;*,. DE, 6.4 1BE 


( xa8 ) 


X 
et même faire disparaître finalement, sous Île signe 1l , la caractéristique D, 
X 
appliquée à la variation d\w. Après cette disparition, on pourra, en opérant 


toujours de la même manière, réduire successivement , sous le signe Î , la 
4 
caractéristique DŸ aux caractéristiques 


Dex Dre D} 


RE 2 
puis faire disparaître , sous le signe f , la caractéristique D,; et continuer 


4 
ainsi jusqu'à ce qu'aucun terme ne renferme, sous le signe d'une intégration 


relative à une variable donnée, une dérivée de J\u relative à cette variable. 
Cette méthode de réduction, appliquée non-seulement à l'intégrale (26), mais 
encore à chacune de celles que peut contenir le second membre de l'équa- 
tion (25), fournira la valeur de d\s sous la forme qu'il convient de lui donner 
dans la solution des problèmes auxquels on est conduit par le calcul des va- 
riations. Il est bon d'observer qu'après les réductions opérées comme on 
vient de le dire, les dérivées de Au, A\v,.…., relatives à x, ne pouvant être 


'X 
précédées du signe Fr , se trouveront nécessairement précédées de l'un des 


x 


signes 


puisque la valeur de chacun des termes renfermés dans dis doit dépendre 
non de la variable x, mais des limites +, x. Pour une raison semblable, les 
dérivées de d\u, d\v,..., relatives à y, devront être précédées de l'un des 
signes 
| A PR EE ANT inc à 

|; ’ ; 

N do : 

les dérivées de d\u, div,.…., relatives à la variable z, devront être précédées 
de l’un des signes 


etc: 


16. 
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il est bon d'observer encore que toutes les réductions indiquées se dé- 
duisent de la formule (15), jointe à la règle qui sert à déterminer la valeur 
générale d'une expression de la forme D, 14. Donc, cette formule et cette 
régle offriront toujours le moyen de réduire un terme quelconque, pris au 
hasard dans la variation d’une intégrale multiple, à la forme convenable. 
Pour vérifier cette assertion sur un exemple, supposons que, l'intégrale mul- 
tiple s étant relative à trois variables æ, ÿ, 2, la fonction sous le signe f ren- 
ferme, avec x, y, z, une fonction w de XL, F2, et ses dérivées des trois 
premiers ordres, par conséquent la dérivée du troisième ordre 


(27) r =, D, D, D,z. 


Alors d\s renfermera un terme de la forme 


x; Y. 
Î | H RAA rdzdy dx. 
he Y Z 


I y a plus: si la fonction sous le signe f, dans l'intégrale donnée, dépend 
uniquement de x, y, zet r, on aura simplement 


 : 
(28) A\s 0 Î fRardidy dx, 
X y Z 


ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (2 
? | y ÿ F ? 


x rÿ 
(29) As= ff f'RD.D, Dada. 
Fe y Ÿ2 


Or, pour réduire cette valeur de d\s à la forme convenable, il suffira de re- 
courir à la formule (15) et à la règle qui fournit la valeur des expressions de 
la forme GD, 4, en opérant comme il suit. 

On aura d’abord, en vertu de la formule (15), 


RD,D,D, lu = D,(R D,D.d\u) — D, RD, D, fx, 


et, par suite, l'équation (29) donnera 


ue x (S (e 
(30)d\s— l | . D,(RD,D,dJ\ u)dzdy dx — : J J D,RD,D,/\udzdydx. 
x y Zz x Y Z 


De plus, en vertu de la règle ci-dessus rappelée, l'intégrale 


y 2 
+ T D,(RD, D, /\u) ds dy 
Y Z 


( ra6 


. ? Q 
représentera le premier terme de la valeur de l'expression 


D, ff radar. 
Y Z 


On aura effectivement 


Z Z 
D, Di RD,D.Judidy = [” [| D, (RD,D.d\u)dyds 
Y Z Y Z 


Ds Ja 
+. | fRDAyD,DAud = | FRDuD,D. Jude 


Z 


Ÿ 3 —2Z Y Z—z 
Da RD,2D, D dur fi RD,:D,D,<\u dy, 


puis on en conclura 


Z e Z 
ff D.(RD, D.s)dedy =D, |” | R D, D, d\u ds dy 
Ho LEA 


En 

— | RD-yD, D, nn nl RD,4D, | 5 À Âudz 
Y Z —2Z Y 2 —2z 

— f"  RD.2D, D. Audr + 1 ÉD DU. 
y Y 


et, par suite, en intégrant par rapport à x, entre les limites x, x, chaque 
terme multiplié par dx, on obtiendra l'équation 


ax \£ Z LEE j'a Z ; 
| 1 1 D,(RD,D,d\u)dsdydx= | (. RD, D, d\u di dy 
x y Ÿz L—Xx A 


X. og 


GA A” “4 
-f{ | J RDÿD,Dduddes [0 RD,9D, D, dadsdr 


Y Z —2Z on 
-f[ ee RD,2D,D, Au dydx +f[ F* | RD,:D,D, Audydx, 


évidemment comprise comme cas particulier dans la formule (5) du cin- 
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quième paragraphe. Donc l'équation (30) pourra être réduite à la formule 


nr 4 À 
GnAs= 1 fn. Nudy. - [°F foenn Daddy dx 
XL —= J y Ÿ2z 


LS rm XY=Y 
- | | 1 RD,yD,D.Sudide+ | | FRDe4D, DA da 
X és ÿ 2—2 
-[ L RD, 2D,D, J{\u dy dx +[ [ RD,:D,D,d\udy dx, 


dans laquelle aucun terme du second membre n'offre la variation propre 


x 
d\ u précédée de la caractéristique D. sous le signe ii d’une intégration re- 


lative à la variable x. 


Si maintenant on veut faire en sorte qu'aucun terme ne renferme la varia- 
, ! 4 , I Le y ? Q / 
tion J\u précédée de la caractéristique D,, sous le signe d'une intégra- 


tion relative à la variable y, il suffira de recourir de nouveau à la formule (15) 
et à la règle ci-dessus rappelée; ou, ce qui revient au même, il suffira de 
recourir aux formules (22) et (24) desquelles on tirera 


AV PL 
1 | RD, Date hu sud [° 1h D,RD, J\udzdy 
Tnt == 2 z 


Ÿ 2 =: Y Z2 —=2 
ci | RD,2D, Judy + [ | RD,:D,/\udry, 
% 


1 è D,RD,D Ah Jai D,RD Aude [° A D,D,RD,J\udzdy 
y y E2 


Y Z —Z ÿ Zz —z 
— | D,RD,zD had + [°° D,RD,:D,A\udr, 


Y 
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M md JS —=YZ—Z 
U LL RD,zD,Dud =; | | RD.2D,d 
Y JT" 


Do À NV 1227 He 
- f | RD,2D,zD?Audy - f D, | RD,z | D, Au dry, 
7 4 


Y Z2 — 2 YF —= 
[1 ADD, Davy | 


cd 
N 
D 
x 


% 


Z—=2 y br Z2—=2 
-f" | RD,:D,-D'Audy — Ju | RD.) | DAudy ; 
Y L£ 


et, par suite, 


LRX PEFY 
(32) ls = ! | RD, 4 u dz 
ES F—=Y"2z 


XL = Y Z2 —2 T—X y 2—: 
eo JL | RD Es e | . | RD, DA dy 


X Y—=Y 2 —=Z a 
1 | RD,zD, Audx+ Di | RD,:D, A udr 
x a 


x 


ae X Ÿ= = Y 
Le fo RDaudsd— [1 NE RD,Audidx 


I fe a} 


X 2= 2 — 7 Z— 2 
- f 1h | | D,RD,z + p,(° | on) | DAudydx 
ha y 
X PY Z=1 (Te en 
- f J [ | D,RD,; + D,\ | RD. | DAudydx 
XY—=Y fPZ XY —=Y pz 
f | f RD,y D, D, Audzdx+ À. | Î RD,4D,D, Aud:dx 


Y z —Z VZz—z 
". f° foi RD,zD,zD/Audydx— f fi RD,:D,:D?du dydx 


X Y Z, 
+ f J f D,D,RD,Audzdydz. 
x 4 2 : 
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Enfin, si l'on veut faire en sorte que, dans les valeurs de 4s, aucun terme 
ne renferme la variation Au; précédée de la caractéristique D, sous le signe 


JL d'une intégration relative à z, il suffira de recourir à la formule (15) et 


à la règle ci-dessus rappelée, ou, ce qui revient au même, à la formule (19), 
de laquelle on tirera non-seulement 


Z Fr) / Z 
fRD.aud: = | Rau— | D,RA u dz, 

Z “À À Z 

Z 7 Any / Z, 
J DRD.aud= | DRau— | D,D,R 4 udz, 
A | | Afemrmté À à Z 

Z Z—=Z Z 
[ DRD.aud: = | DRau— | D,D,RAudz, 
Z mm Z - 

PS À 
fD:D,RD.aud = | D,D,Rdu — f D,D,D.Rduds, 
Zz } Aa ? Z 
mais encore 
d—— 0 


[Ronan 1 L Lu au fon , A udz, 


et, par suite, 


LX—=Xx — Y Z — Y Z—2Z 
69 Az 171 1 ve ,2 D 'RAzvdr 
=xY—=YyZ—z x Y—=YZ—=z 
LI —=X , RS IX — 
oo 1 | Pa 1 "Arf. R 4) u dz 
L—XT4Y 2 —=2 —X Yÿ— Ë Zz 
X Y=Y Z2—=Z —=Y Z —=Z 
= f | | RD,yD,A udx + [7 n | RD,yD, A udx 
x Z—=Zz x = 
X Y=Y 2 —Z Z—=2z 
-f 13 ; RD,2D. Aude + [°° 1 J | RD,:D, dudx 
x Ÿ —Y x Y—Y 
TX PY2—Z L—X pPYz—71 
rt | RD,zD,Audy + | 11 | RD,:D, 4 «dy 
L—XxTA Lx" 4 
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Fe ? f'onnsnauasdee [71 wi D,RD, D , du dz dx 


Le Z Fos Her 
effil LD.RD,2 + D, | RD2z À DAudydx 
y z—: Bar Fe 
sf af L'DRD,:+D)Q 1 RD::)] 1 DAudydx 
æ y 
X ÿ Zz —7 25 + 
ah | RD sDDeaudydx— [| | RD,:D,:D? Audy dx 
: 4} x y 
Lx 
. D P fonnands+ [TT NE D, DR Audz dx 
pee ao >] Y 


o Ÿ Z — 2 
+ fr f | D,D,Raudyrde— |” fr fon, p.Rauddr dx. 
T y Z—Zz : _ a Ÿz 


Si lon supposait simplement 


x sy p? 
— d: [ frdsdyrdx, 
oh ES 


la valeur de r étant fournie par l'équation (27), ou, ce qui revient au même, 


ñnx q Z 
$ = | 1 D,D,D,udzdy dx, 
x y 2 


alors on trouverait 


2 


et, par suite, l'équation (33) se réduirait à la suivante 


5 Dpt) I —=Y D — D 


(36) As= | due 
DA Hem à FY —=Y D mme y À 

X Y—=Y = ee 

(TT 1 DayD,udr + er DD date 
Eu D Aer à NAS 

x Y—=Y Z —Z ÉTÉ 

e | an Aude [1 D,:D,Audx 

nie surtt À 
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LT y 2 —2Z NY ppm € Y 2 —2 
1 Î 1 DeDud+ [7 T'oenauay 


| 
Lx 4 Lx a 
X hYy2—=2 X ÿ 2 =: 
+ Ÿ ir F D,zD,2D?Au dydx — . ii | DxD,: D'Audydx. 
er Ni mad 


Les diverses formules obtenues dans ce dernier paragraphe ne diffèrent 
pas, au fond, de celles qu'a obtenues M. Sarrus. Seulement, elles se trouvent 
simplifiées par l'emploi de la notation à laquelle nous avons eu recours, en 
écrivant les deux valeurs que recoit successivement une même variable en 
haut et en bas d’un même signe de substitution (*). 

Nous bornerons ici, pour le moment, l'exposition que nous voulions faire 
des principes généraux qui nous paraissent devoir servir de base au calcul 
des variations. Dans d’autres Mémoires nous développerons ces mêmes 
principes, et nous les appliquerons à la solution de divers problèmes. 


+ 


(*) Ayant eu l’occasion de parler à M. Sarrus de ces nouvelles recherches relatives au 
calcul des variations , et de la notation que je propose, j'ai appris de lui que l’idée d’accoler 
à un signe unique deux valeurs particulières d’une variable, pour exprimer la différence 
entre deux valeurs correspondantes d’une même fonction » S'était aussi présentée à son es- 
prit. Mais cette idée , et les formules que M. Sarrus avait obtenues en la réalisant, n’étaient 
ni transcrites, ni mentionnées dans le Mémoire couronné par l’Académie. D'ailleurs, la nou- 
velle notation se trouve complétement en harmonie avec celle qui est aujourd'hui générale- 
ment adoptée pour la représentation d’une intégrale définie, prise entre deux limites données. 
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Sur le mouvement de rotation variable d'un point qui représente, dans 
un plan donné, la projection d'un autre point doué, dans l'espace, 
d'un mouvement de rotation uniforme autour d'un certain axe. 


Supposons qu'un point mobile A tourne autour d'un axe fixe O0, de 
manière à décrire un cercle autour de cet axe. Supposons encore que la 
vitesse du point mobile soit constante, ou, en d'autres termes, que le mou- 
vement du point soit ce qu'on peut appeler un mouvement de rotation uni- 
forme. Rapportons les différents points de l’espace à trois axes fixes ‘et rec- 
tangulaires. Prenons pour origine des coordonnées un point O de l'axe de 
rotation, et supposons chacun des demi-axes des coordonnées positives di- 
rigé dans un sens tel que les projections du point mobile A sur les plans 
coordonnés soient animées de mouvements de rotations directs autour de 
l'origine. 

Enfin, soient 
r la distance du point mobile A à l'origine des coordonnées; 

s la distance du même point à l'axe fixe OO”; 

” la vitesse absolue du point À; 

#4 sa vitesse angulaire autour de l'axe O0”; 

», 1m, » les angles que forme avec les demi-axes des coordonnées positives, 
l'axe fixe prolongé à partir du point O, dans une certaine direction OO 
choisie de manière que le mouvement de rotation ait lieu autour de cet 
axe de droite à gauche. 


Soient de plus, au bout du temps #, 


x, Y, z les coordonnées du point À; et 
u, #, w les projections algébriques de la vitesse © sur les axes coordonnés. 


Concevons d’ailleurs que la vitesse absolue w et la vitesse angulaire 
soient représentées, la première, en grandeur et en direction, par une 
certaine longueur AB portée à partir du point A sur la tangente au cercle 
que ce point décrit; la seconde, en grandeur seulement, par une lon- 
gueur OC portée sur l'axe de rotation et à partir du point O dans la direc- 
tion OO’. On pourra, en prenant un point quelconque de l'espace pour 


i 37. 


( 132 ) 


centre des moments, construire le moment linéaire de la vitesse angu- 
laire # représentée par la longueur OC. Cela posé, il est clair que la vitesse 
absolue w, mesurée par le produit 
sé 
et dirigée suivant un plan perpendiculaire au plan AOC, de manière à faire 
tourner le point À de droite à gauche autour du demi-axe OC, coïncidera 
en grandeur et en direction avec le moment linéaire de la vitesse angu- 
laire #. Donc, les projections algébriques 
U,0i, 
de la vitesse w seront équivalentes aux projections algébriques du moment 
linéaire de la vitesse #. Mais ces dernières projections changeraient évidem- 
ment de signe, si l'on échangeait entre eux le centre des moments A et le 
point O à partir duquel se mesure la longueur destinée à représenter la 
vitesse 2. Donc, les quantités 
Hu, v,.w 
seront égales, aux signes près, aux projections algébriques du moment 
linéaire de la vitesse 2, si, en prenant l'origine pour centre des moments, on 
représente la vitesse # par une longueur portée à partir du point À dans une 
direction parallèle à OO’. Mais alors, cette longueur ayant pour origine le 
point dont les coordonnées sont x, y, z, et pour projections algébriques les 
trois quantités 
8COSÀ, #COSHL, 8#Cosv, 
le moment linéaire de la vitesse # aura lui-même pour projections algébriques 
les trois produits 


e(r cosy — zcospu), e#(zcos] — xcosr), #(x cosu — y cos}). 
Donc ces trois produits, pris en signes contraires, reproduiront les valeurs 
de , v, w, et l’on aura 
(1) u—=—38(ycosy — zcosu), v——8(zcosÀ—xcoss), w— — 8 (xcosu — y cos). 

Soit maintenant P la projection du point A sur le plan des x, y; et 


nommons 

e le rayon vecteur mené de l'origine au point P; 

4 l'angle décrit par ce rayon vecteur au bout du temps #; 

v la vitesse angulaire du point P, dans le plan des x, y. 
On aura évidemment 


(2) v:—=' D,0; 


(1433 ) 
et, comme on trouvera d’ailleurs 
x —\pcos@, 7 = psin0, 
par conséquent 
u = D,x = cos0D,p — psin0D.,0, 
vo = D,y = sin0D,p + pcosôD,6, 
on en conclura 


pD,8 = vcosô — usin0. 


On aura donc, par suite, 
v cos 0 — usin0 


he — ; ’ 


ou, ce qui revient au même, 

(3) Fat vx = uy. 

Mais, d'autre part, on tirera des formules (1) 

(4) vx — uy = e[(x? + y + 2)cosv — z(x cosÀ + y cosu + zcosy) |; 


et, comme en nommant d l'angle formé par le rayon vecteur r avec la di- 
rection OO’,ona 


Œ COS} + Y COS + ZCOS y 
, 
4 


cosd — 
l'équation (4) pourra être réduite à 
vx — uy —e(1?cosy — rzcos0). 
Donc, la formule (3) donnera 
(5) ur Fée = rzcosd 


Si, pour plus de simplicité, on fait coincider l'origine O des coordonnées 
avec le pied de la perpendiculaire abaïissée du point A sur l'axe fixe, alors, 
l'angle d étant un angle droit, on trouvera 


Coso — 0, 
et, par suite, 


2 


(6) Ms COS. 


Enfin, si l’on nomme * l’angle que forme le rayon vecteur r avec sa projec- 


tion p, on aura 
p = rcosT. 


(134) 
Donc, la formule (6) donnera encore 
8 COS v 
(7) are 
et l’on pourra énoncer la proposition suivante : 

1% Théorème. Si un point À, doué d'un mouvement de rotation uniforme 
autour d'un axe fixe, est projeté sur un plan fixe donné, la vitesse angulaire 
variable du point projeté P, et la vitesse angulaire constante du point A, se- 
ront entre elles dans le rapport qui existe entre le cosinus de l'angle que le 
plan donné forme avec le plan du cercle décrit par le point A, et le carré 
du cosinus de l'angle que le rayon du cercle forme avec la projection sur le 


plan donné. 
Au reste, on pourrait arriver encore très-facilement au théorème précé- 


dent par une autre méthode que nous allons indiquer en peu de mots. 

Considérons, dans l’espace, un triangle dans lequel deux côtés, représentés 
par r et r', comprennent entre eux un certain angle p, et projetons ce 
triangle sur un plan fixe qui forme avec le plan du triangle, l'angle ». 
Nommons 


Pr Pr 9 


les projections des côtés r, r' et de l'angle p; et 


les angles que les côtés r, r' forment avec leurs projections respectives p, p”. 
Les surfaces du triangle donné et du triangle projeté seront respectivement 
mesurées par les produits 

trr'sinp, <pp'siny; 
et comme le rapport de la seconde surface à la première devra se réduire 
à cosy, on en conclura 


EE 
rr' Sinp ?  sinp pp’ ° 


Comme, d'autre part, on aura encore 
p—=rcosT, p'—rcost', 
on en conclura 


sin cosy 
: sinp COST COST 


Concevons maintenant que p, 9 se réduisent aux très-petits angles décrits, 
à partir de la fin du temps £, et pendant un instant très-court At; 1° par le 


(195') 
rayon vecteur r animé d’une vitesse angulaire constante #; 2° par la projec- 
tion p de ce même rayon vecteur ; alors, en nommant v la vitesse angulaire 
de cette projection , on aura sensiblement , pour de très-petites valeurs de Az, 


sin 
+ —®=", et cost’ = cost. 
sinp ? 4 


Donc, en rapprochant indéfiniment At de la limite zéro, on tirera de la 
formule (8) 


DORE, cosy 
(9) 7. cos’ 7” 


et l'on se trouvera ainsi ramené à la formule (7). 


Nous allons maintenant énoncer plusieurs conséquences qui se déduisent 
immédiatement de la formule (7), et qui paraissent mériter d’être re- 
marquées. 

Le plus petit et le plus grand des angles aigus compris entre le rayon 
vecteur r et sa projection sont évidemment o et ». En d’autres termes, les 
valeurs maximum et minimum de cosr sont 1 et cosy. Donc, par suite, les 
valeurs minimum et maximum de » seront 

# 
# COS Y, — ; 
CO8 y 
et la moyenne géométrique entre ces deux valeurs sera précisément +. On 
peut donc énoncer encore la proposition suivante : 


» 2* Théorème. Si un point A, doué d’un mouvement de rotation uni- 
forme autour d’un axe fixe, est projeté sur un plan fixe donné, la moyenne 
géométrique entre les valeurs maximum et minimum de la vitesse angulaire 
variable du point projeté sera précisément la vitesse angulaire constante du 
point A. De plus, la vitesse angulaire variable du point projeté aura pour 
valeur minimum celle qu’on obtient lorsque la vitesse angulaire constante 
du point À est représentée par une longueur portée sur l'axe de rotation, 
puis projetée sur un axe perpendiculaire au plan donné. 

Avant de quitter ce sujet, nous observerons que la méthode à l'aide de la- 
quelle nous avons établi les formules (1) a été depuis longtemps employée 
par nous, soit dans les Leçons données à l'École Polytechnique, soit dans les 
Exercices de Mathématiques. Nous ajouterons que de cette méthode on 
peut aisément déduire ce qu'on appelle la composition des mouvements de 
rotation. Effectivement, supposons la vitesse angulaire # d'un point A, qui 
tourne, au moins instantanément, autour d'un axe, représentée par une lon- 
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sueur portée sur ce même axe. Non-seulement , comme nous l'avons rappelé, 
la vitesse absolue © du point À sera ce que devient le moment linéaire de la 
vitesse z, quand on prend pour centre des moments le point A; mais il suit de 
cette proposition même, que si la vitesse angulaire # peut être considérée 
comme la résultante de plusieurs autres vitesses angulaires, relatives à divers 
mouvements de rotation instantanés autour de divers axes, et représentées 
par des longueurs portées sur ces mêmes axes, il suffira de composer entre 
elles les vitesses absolues correspondantes du point A, pour obtenir la vitesse 
absolue w. Ainsi, en particulier, puisque la vitesse angulaire +, mesurée sur un 
demi-axe O0" qui forme, avec les demi-axes des coordonnées positives, les 
angles À, 4, v, peut être censée avoir pour composantes trois vitesses an- 
gulaires mesurées sur les axes des x, y, z, et représentées par les pro- 
jections algébriques 


8COSÀ, #COSU, #COSy, 


de la longueur + sur ces mêmes axes; nous devons conciure que la vitesse 
absolue d’un point tournant de droite à gauche autour de l’axe OO’ avec 
la vitesse angulaire #, est la résultante des trois vitesses absolues que pour- 
rait prendre le même point, si on le faisait tourner successivement de droite 
à gauche autour de chacun des axes des +, y, z, prolongés dans le sens des 
coordonnées dont les signes sont ceux des quantités 


8 COSÀ, #COSHL, 8COosy, 


en supposant d'ailleurs la rotation autour de chaque axe effectuée avec la 
vitesse angulaire qui correspond à ce même axe. 

Au reste, la même conclusion pourrait être tirée immédiatement de cette 
seule considération, que les seconds membres des équations (1) sont des 
fonctions linéaires des trois quantités 


#COSÀ, #COSHL, COS». 
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NOTE 


SUR UN 


THÉORÈME DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 


On connaît l'élégant théorème de géométrie analytique qui fournit le 
cosinus de l'angle compris entre deux droites dont les positions sont déter- 
minées à l’aide des cosinus des angles que forment ces droites avec trois 
axes rectilignes et rectangulaires. Suivant ce théorème, si l’on multiplie l'un 
par l’autre les cosinus des deux angles que les deux droites forment avec un 
même axe, la somme des trois produits de cette forme, correspondants aux 
trois axes, sera précisément le cosinus de l'angle compris entre les deux 
droites. Concevons maintenant que les trois axes donnés, cessant d’être rec- 
tangulaires, comprennent entre eux des angles quelconques, et au système 
de ces trois axes joignons un second système d’axes respectivement perpen- 
diculaires aux plans des trois premiers. Les axes primitifs seront eux-mêmes 
perpendiculaires aux plans formés par les nouveaux axes; et les deux sys- 
tèmes d’axes seront ce que nous appellerons deux systèmes d'axes conju- 
gués. Nous dirons en particulier que l’un de ces axes, pris dans l’un des deux 
systèmes, a pour conjugué celui des axes de l’autre système qui ne le 
coupe pas à angles droits. Cela posé, le théorème rappelé ci-dessus, et rela- 
tif à un système d’axes rectangulaires, se trouve évidemment compris dans 
un théorème général dont voici l'énoncé. 

Théorème. Considérons, d’une part, deux droites quelconques, d’autre 
part, deux systèmes d’axes conjugués. Supposons d’ailleurs qu’en attribuant 
à chaque droite et à chaque axe une direction déterminée, on multiplie l'un 
par l’autre les cosinus des angles que forme un axe du premier système avec 


la première droite, et l'axe conjugué du second système avec la seconde 
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droite , puis, que l'on divise le produit ainsi obtenu par le cosinus de l'angle 
que ces deux axes conjugués comprennent entre eux. La somme des trois 
quotients de cette espèce, correspondants aux trois couples d'axes conju- 
oués, sera précisément le cosinus de l'angle compris entre les deux droites 
données. 

Pour démontrer immédiatement ce théorème, il suffit de projeter la 
première droite sur la seconde, en observant que cette droite peut être con- 
sidérée comme la diagonale d'un parallélipipède, dont les arêtes seraient 
parallèles aux axes du second système. 

Il est bon d'observer qu'on peut échanger entre elles les deux droites 
données sans échanger entre eux les deux systèmes d’axes; d’où il suit que 
le théorème énoncé fournit deux expressions différentes du cosinus de l'angle 
renfermé entre les deux droites. 

On pourrait aussi, au cosinus de l’angle qu e forme un axe du second sys- 
tème avec la seconde droite ou avec l'axe conjugué du premier système, sub- 
stituer le sinus de l'angle que cette droite ou cet axe conjugué forme avec 
le plan des deux autres axes du second système. Toutefois, en opérant cette 
substitution, on devrait convenir de regarder l'angle formé par une droite 
avec un plan tantôt comme positif, tantôt comme négatif, suivant que la 
direction de cette droite pourrait être représentée par une longueur mesurée 
à partir du plan donné, d'un certain côté de ce même plan ou du côté op- 
posé. On se trouverait ainsi ramené à une formule qui ne diffère pas au fond 
de celles qu'ont proposées, pour la transformation des coordonnées obliques, 
divers auteurs, et spécialement M. Français. On pourrait d'ailleurs, de ces 
dernières formules, revenir directement au théorème énoncé. Ainsi ce théo- 
rème peut être considéré à la rigueur comme implicitement renfermé dans 
des formules déjà connues. Observons néanmoins que les auteurs de ces for- 
mules les avaient établies sans parler de la convention que nous avons indi- 
quée, et qui nous paraît nécessaire pour dissiper toute incertitude sur le sens 
des notations adoptées. - 


ANALYSE. 


Les énoncés de plusieurs des théorèmes fondamentaux de la géométrie 
analytique se simplifient lorsqu'on a soin de distinguer les projections ab- 
solues d’un rayon vecteur, sur des axes coordonnés rectangulaires, des projec- 
tions algébriques de ce même rayon vecteur, ainsi que je l'ai fait dans les 

1}. . . f . . G Sp Le 4 
préliminaires de mes Leçons sur les applications du calcul infinitésimal à la 
géométrie. On peut même, avec avantage, étendre la distinction des projec- 
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tions absolues et des projections algébriques au cas où le rayon vecteur est 
projeté sur des droites quelconques, les projections pouvant d’ailleurs être 
ou orthogonales ou obliques. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Soient r, s deux longueurs mesurées sur deux droites distinctes, et dans 
des directions déterminées, savoir, la première entre deux points donnés A 
et B, dans la direction AB; la seconde entre deux autres points C et D, dans 
la direction CD. Pour projeter la longueur r, et ses deux extrémités À, B, sur 
la droite CD, il suffira de mener, par les points A et B, deux plans paral- 
lèles à un plan fixe donné. Les points a et b, où ces deux plans rencontre- 
ront la droite CD, seront précisément les projections des deux points À, B; 
et si l'on nomme p la distance qui sépare le point b, c’est-à-dire la projection 
du point B, d'avec le point a, c’est-à-dire d'avec la projection du point À, 
cette distance £, mesurée dans la direction ab, sera la projection ortho- 
gonale ou oblique de la longueur r, savoir, la projection orthogonale, si le 
plan fixe donné est perpendiculaire à la droite CD, et la projection oblique 
dans le cas contraire. D'ailleurs les directions des longueurs s, p, mesurées 


sur une même droite, la première dans le sens CD, la seconde dans le sens 


ab , seront nécessairement ou une seule et même direction, ou deux direc- 
tions opposées l'une à l’autre. Cela posé, la projection absolue p, prise dans 
le premier cas avec le signe +, dans le second cas avec le signe — , sera 
ce que nous appelons la projection algébrique de la longueur r sur la direc- 
tion de la longueur s. 

Concevons maintenant qu'en faisant usage de la notation généralement 
adoptée , on désigne par (rs) l'angle aigu ou obtus que forment entre elles 
deux longueurs r,s, mesurées chacune dans une direction déterminée. Alors, 
en supposant les projections orthogonales, on aura évidemment 


pr cos(r,p). 


De plus, la projection algébrique de r, sur la direction de s, sera + p ou 
— p, suivant que la direction de p sera la direction même de s, ou la direc- 
tion opposée; et, comme on aura, dans le premier cas, 


LAN #“ 
cos(r,p) = cos(r,s), 
dans le second cas 


LAN La) 
cos(r,p) = — cos(r,s), 


il en résulte que la projection algébrique de r sur la direction de s sera re- 


18. 
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par conséquent, 


(ÉX) 
F0 'u cos (7, 
(8) er 


A r 
cos (u,X) 
et cette dernière formule continuera évidemment de subsister quand on y 
remplacera 4 par v, et X par Y, ou 4 par w, et X par Z. Donc l'équation (6) 
donnera 


e (3X) cos (44%) TY) cos (ex dE 

r,X) cos (u,s 0 k ; 

Go) cons) CD) | con( Prof), co) sf, 
cos(u,X ) cos(v, Y) 008 (w, Z) 


D'autre part, ilest clair qu'on n'altérera pas le second membre de la for- 
mule (9) si lon y remplace, Séparément ou simultanément, w par x, v par y, 
w par z. En effet, la direction de z étant ou la direction de x ou la direc- 
tion opposée, on aura , dans le premier cas, 


Le A La) A 
cos(u,s) = cos(x,s), cos(u,X) —:cos(x,X), 
dans le second cas, 
A AN: Lai Pa) 
cos(u,s) = — cos(x,s), cos(u,X) — — cos(x,X}, 


et dans les deux cas, 
A /\ 


cos (u,s) cos (x, s) 
TT TA Ti MONT à 
cos (u,X) cos(x, X) 


Donc la formule (9) pourra être réduite à la suivante : 


e (r,X) s(s, x) (r,Ÿ) (s, y) (r, 2) cos (5/2) 
\ cos (7 COS (S, x cos (7° cos (s €os (7. cos (s5.2z 
(10) cos (r,s) — 1 Jen EE re (r,2) cos (5,2) 
cos (x,X) cos (y, Y) cos (2, Z) 


Ajoutons que les axes sur lesquels se mesurent les longueurs 
en A 4 
étant, par hypothèse, perpendiculaires aux plans 
ŸÿZ, 2x, xy; 
les axes sur lesquels se mesurent les longueurs 
+ PA PRE 
seront eux-mêmes perpendiculaires aux plans 


LAURE IT 


PA pl de sé. :- sé coût 1 
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Donc ces deux systèmes d’axes, que nous nommerons systèmes d'axes conju- 
gués (l'axe sur lequel se mesure X étant le conjugué de. l'axe sur lequel se 
mesuré x, etc.), pourront être échangés entre eux dans la formule (10), et 
l'on aura encore cr 


; 5 x) cos (5,X y) cos Ÿ)  cos(rz)c0s(s,} 

, cos(s cos(r,z)cos(s 

(11)  cos(r,s) sers De à jme ct at E be tt EE 
cos(x, X) cos(y, Ÿ) cos (z, Z) 


Chacune des formules (10), (11) est une expression analytique du théoreme 
fondamental énoncé dans le préambule du présent article. 

Si, en faisant coïncider le point B avec le point O, et les demi-axes des 
coordonnées positives avec les directions des longueurs 


X, Y; Z ; 
on nomme 
T,T) 3 


les coordonnées rectilignes du point À, rapportées à ces demi-axes, alors x 
sera précisément la projection algébrique du rayon vecteur » sur la direc- 
tion de x, la projection étant effectuée à l’aide de plans parallèles au plan des 
yz, et perpendiculairement à X. Donc alors on obtiendra x en remplaçant, 
dans l'expression (3), s par x, et # par X; en sorte qu'on aura 

côs(r, X) 


xæ=r—7©. On trouvera de même 


cos(x, X) 
/ 


Alors aussi on pourra évidemment, dans la formule (5), remplacer les 
quantités 4, V, w par les coordonnées x, y, z, qui seront respectivement 
égales, aux signes près, à ces mêmes quantités, pourvu que l'on remplace 
en même temps les trois angles 


(u,s), (or s\. (rw) 
par les angles 


mo) (sh (GS) 


respectivement égaux aux trois premiers ou à leurs suppléments. On aura 
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donc encore 
Lai A Lai Lai 
(13) r'COS(r,S) = x Cos(x,s) + y cos(y,5) + z cos (z,5). 
On peut immédiatement déduire des formules (12) et (13) celles qui 
servent à la transformation des coordonnées obliques. En effet, soient 
XL; Vs Z 


de nouvelles coordonnées du point B, relatives à de nouveaux axes recti- 
lignes qui continuent de passer par le point O;.et supposons que, pour le 
nouveau système d’axes, les longueurs, précédemment représentées par 
Kyiy; 250%; 92 
deviennent 
de Sn or. 
Alors, en vertu des formules (12), on aura, par exemple, 


A \ 
r cos{r, X,). 


px 9 
cos(x,, X,) 


(14) TX, — 
et, d’ailleurs, la formule (13) donnera 


(15) r cos (re X.) EE cos(xiX,) + y cos (X,) + 3 cos (z,X,). 


On trouvera donc 


Paù La) 7 
xcos(x, X,) + y cos(y,X,) + 2cos(z,X,) 
cos(x, X,) 


(16) X, — 


Quant aux valeurs de y,, z,, on les obtiendra en remplaçant X, par Y ou 
par Z, dans les deux termes de la fraction qui représente ici la valeur de x, 
et, de plus, x par y ou par z dans le dénominateur. 

Si les axes coordonnés deviennent rectangulaires, alors les axes sur 
lesquels se mesurent les longueurs x, y, z se confondront avec les axes sur 
lesquels se mesurent les longueurs X, Y, Z, et, par suite , les formules (10), 
(12), (16) donneront simplement , comme on devait sy attendre, 


(17) cos (r29) = (r,x) cos (s,x) + cos (rs y) cos(s,y) + cos (1,2) cos (s52). 


(18) X= rcos (rx), J=rcos (y), z = r cos (#2), 
(19) X, —= X COS (5x) ae”: À cos (y; x) + 3 COS (2,x,). 


a RL Se me à 
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NOTE 


SUR 


QUELQUES PROPOSITIONS RELATIVES À LA THÉORIE DES NOMBRES. 


Diverses propositions relatives à la théorie des nombres se déduisent aisé- 
ment du théorème dont voici l'énoncé : 

Théorème. Supposons le nombre entier : décomposé en facteurs à, b, c,.… 
premiers entre eux; et soit / un nombre entier quelconque inférieur à i. On 
pourra toujours satisfaire à l'équivalence 


1e y z Fe : 
(1) | (+++) (mod. à), 
par des valeurs entières de 

AIME DORE TR OS 
respectivement inférieures à 

7 Lo. 


Démonstration. Pour abréger, désignons par 


(a) s=i(F+s+i+.) 
; a b C 


la fonction linéaire de x, y, 2, qui représente le premier membre de la 
formule (1), et supposons que l'on attribue successivement aux variables x, 
7: 2. renfermées dans la fonction s, tous les systèmes de valeurs qu'on 
peut obtenir en combinant une valeur de x prise dans la suite 


Où 1:93, de p, 
avec une valeur de y prise dans la suite 

0j, ‘tit. 4 D 2 à, 
puis avec une valeur de z prise dans-la suite 

0,1 E, .\BenyiiiOtr-5; 


etc... On obtiendra ainsi pour s des valeurs entières, dont le nombre, repré- 
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senté par le produit 
abc... —=i, 


sera en conséquence égal an nombre des termes de la suite 
D D 


et il est clair que parmi ces à valeurs de s il en existera toujours une équi- 
valente, suivant le module à, à l’un quelconque des termes de la suite 


de 2 Pi Dr, 


sil est prouvé que ces valeurs de s, divisées par i, donnent des restes diffé- 
rents. Cela posé, soient 
DE y, 3. 


les accroissements positifs ou négatifs que prendront x, y,2,... quand on pas- 
sera d'une valeur de s à une autre, et nommons As l'accroissement correspon- 
dant de s, ou la différence des deux valeurs de s, déterminée par la formule 

c . {Az AY Az 

(3) as if +++.) 

| a . b c 

Pour établir Le théorème énoncé, il suffira de prouver que As ne peut être 
divisible par à, si Ax, Ay, Az. ne s'évanouissent tous à la fois. Or, effective- 


ment, As ne pourra être divisible par ?, s'il n’est divisible par chacun des 
facteurs 


D'ailleurs, dans la valeur de As, mise sous la forme 
i i i 


tous les termes seront évidemment divisibles par &, hormis le premier LE 


et celui-ci ne pourra devenir divisible par a que dans le cas où l’accroisse- 
ment Ax, dont la valeur numérique est inférieure à a, sera divisible par «a, 
et par conséquent nul. Pareillement, dans la valeur de As fournie par 
l'équation (4), tous les termes seront évidemment divisibles par b, hormis le 
second , et celui-ci ne pourra devenir divisible par à que dans le cas où Ay 
sera nul ; etc... 

Corollaire. Si l'on veut que le nombre entier / fournisse des restes don- 
nés quand on le divise par les nombres a, b, c,..…, par exemple le reste p 
quand on le divise par a, le reste q quand on le divise par b, le reste r quand 
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on le divise par c,.., il suffira évidemment de prendre 


(5) CAP PEU EE TL,.., 
en assujettissant 


My, A 
à vérifier les formules 


(6) {xæ1(mod.a), jy=r(mod.é),  °2= 1 (mod.c)... 


En effet, dans le second membre de l'équation (1) présentée sous la forme 
i i i : 
(7) =-t+:7+:2+... (mod.i), 


=æx sera le seul terme qui ne soit pas divisible par a, et il est clair que ce 


terme , divisé par a, donnera pour reste p, si l'on pose æ = px, en choisis- 
sant x de manière à vérifier l’équivalence 


Î —— 
=XÆ= 1 (mod, a). 


D'ailleurs, cette équivalence du premier degré se résoudra aisément par les 
méthodes connues, attendu que les deux nombres 


La PANNE = bc... 
a 


seront premiers entre eux. On prouverade même, non-seulement que, dans 
l'hypothèse admise, on peut satisfaire à l'une quelconque des formules (6) 
par une valeur entière de x, ou y, ou z,..., mais encore qu'aux valeurs x, y, z,... 
ainsi obtenues, répondra, en vertu des équations (5) et (7), une Re, 
qui fournira le reste p quand on la divisera par à, le reste q quand on la divi- 
sera par b, le reste r quand on la divisera par c, etc Si, pour abréger, on 
représente par 
HD 0... 


les premiers membres des formules (6), c'est-à-dire si l'on pose 


[Q@\ TEL Ar vi 4 
(8) A —-X, B=—:Yy, C=-2,., 


( 148 ) 


la formule (7) deviendra 
(9) [= Ap + Bq + Cr +... (mod. à). 


Ainsi le 1°° théorème entraîne la proposition suivante : 


2° Théorème. Soient a, b, c,.… des nombres donnés premiers entre eux, 
eti— abc... le produit de ces deux nombres. Si l'on veut obtenir un entier l, 
qui, étant divisé par les nombres donnés 


HD, Cie: 


fournisse des restes donnés 


| Ps  F.., 
il suffira de prendre 


(10) [= Ap + Bq + Cr+...+ mabc…., 


* 


Æ étant un multiple de = bc... qui, divisé par a, donne 1 pour reste, 


B étant un multiple de 5 — ac... qui, divisé par b, donne encore 1 pour 


reste , etc., et m étant, d’ailleurs, nn nombre entier quelconque. 

La proposition que nous venons d'énoncer a été donnée par Euler ; elle se 
trouve dans le Mémoire intitulé: Solutio problematis arithmetici de inve- 
“iendo numero qui per datos numeros divisus relinquat data residua (voir 
le tome VII des Mémoires de Saint-Pétersbourg, années 1 734-1735). On voit 
qu'elle se déduit aisément du 1* théorème; mais on pourrait aussi déduire le 
i théorème du second, et la formule (7) de l'équation (9). En effet, 
soit ë un nombre entier quelconque décomposé en facteurs a, b, c,.… pre- 
miers entre eux; soit, de plus, / un quelconque des nombres inférieurs à É 
etnommons p,q,r,.…. les restes que l'on obtient quand on divise Z par les fac- 
teurs a, b,c,.... On pourra, d’après le 2° théorème, déterminer Z par la for- 
mule (9) jointe aux équations (8), x, y,z,... étant choisis de manière à vérifier 
les conditions (6). Cela posé, concevons que, dans les formules (9), on sub- 
stitue les valeurs de 4, B, C,... tirées des équations (8); alors, en prenant 


x Fo dep 12e, 


on retrouvera précisément la formule (5), qui ne sera point altérée quand on 
fera croître ou décroître + d’un multiple quelconque de 4, y d’un multiple 
quelconque de b,...; d'où il suitque l'on pourra supposer, dans la formule (5), 


; (149 ) 
x réduit à l'an des nombres 
O0, P, 23; #.-#1, 


y réduit à l’un des nombres 


etc... 


Supposons maintenant que L soit un nombre premier à i. Le 1 théorème 
continuera encore de subsister, et, par suite, on pourra vérifier la formule (7), 
en prenant pour x un entier inférieur à a, pour y un entier inférieur à b,..… 
Mais les deux nombres 

Let a06 


étant, par hypothèse, premiers entre eux; il est clair que, dans le second 
membre de la formule (7), le seul terme non divisible par &, ou le produit 


i 
ax = bC...X 
a 


devra être premier à 4; donc x lui-même devra être premier à a. Pareille- 
ment, y devra être premier à b, z à c,... Donc, lorsque / est premier à 5, 
on peut vérifier la formule (7), en prenant pour x un entier inférieur et pre- 
mier à à, pour y un entier inférieur et premier à b, etc. On peut donc énoncer 
encore la proposition suivante : 

3° T'héorème. Supposonsle nombre entier i décomposé en facteurs 4, b, c,.. 
premiers entre eux. L'expression générale des nombres / premiers à x sera 


i i i 
l= x + 3) +:2+...+ mabc, 


x étant un nombre inférieur et premier à a, y un nombre inférieur et pre- 
mier à bd, z un nombre inférieur et premier à c,..., et m représentant un 
nombre entier quelconque. 

Le 3° théorème a été énoncé par M. Poinsot dans le Journal de Mathema- 
tiques de M. Liouville [février 1845]. La démonstration qu'il en a donnée re- 
pose en partie sur les considérations que nous avons reproduites en les appli- 
quant à l'établissement du 1°’ théorème, en partie sur la formule qui indique 
combien il existe de nombres inférieurs à i et premiers à à. Mais, comme on 
le voit, on peut se dispenser de recourir à cette dernière formule, et déduire 
le 3° théorème du premier. On pourrait aussi le déduire du 2°, ou, ce qui re- 
vient au même , de la formule (10) donnée par Euler. 


( 150 ) 


Il est bon d'observer que l'on pourrait encore: tirer immédiatement la 
formule (1) d’une proposition établie par M. Gauss, savoir, que , dans le cas 
où plusieurs nombres entiers A, 1%, ©... r'offrent pas de diviseur commun, 
on peut tojours satisfaire, par des valeurs entières, pures ou négatives 
de x, ÿ, 2,.., à l'équation 


(15) ÀX + Wy +EzZ+...—=I. 


En effet, cette proposition étant admise, multiplions par un entier quelcon- 
que / les deux membres de la formule (11), et posons 


MR TN, eu. 


on trouvera 


(12) LA + y + Cz+...— l. 


Soient maintenant à, b, c,.… des nombres premiers entre eux. Nommons i leur 
produit, et posons 


i 
(13) Le te. D=:=Aac.…,, e=-—= ab. 


il est clair que , w#, €... n'auront pas de diviseur commun. Donc l'équa- 
tion (12) donnera 


(14) LX+iJ + steel 


On pourra donc encore satisfaire, par des valeurs entières de æ,y,2,.., à 
l'équation (14), de laquelle on déduira immédiatement la formule (1), en 
supposant / inférieur à à et faisant croître ou décroitre, s’il est nécessaire, x 
d’un multiple de a, y d'un multiple de b, z d’un multiple de c,.….. 

Observons enfin que, du 3° théorème, joint aux théorèmes connus de 
Wilson et de Fermat, on peut immédiatement déduire une proposition 
énoncée par M. Gauss, savoir: que le produit de tous les nombres inférieurs 
à i et premiers à i, étant divisé par i, fournit un reste équivalent à — x, 
quand i est une puissance d'un nombre premier, ou le double d'une telle 
puissance, ou le nombre 4, et fournit, dans tous les autres cas, un reste 
équivalent à l’unité. 

Les théorèmes divers que nous venons de rappeler sont particulièrement 
utiles dans la théorie des permutations, ainsi qu'on le verra dans les Mémoires 


qui suivront la préseute Note. 
GE > — — 
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: MÉMOIRE 


SUR LES 


ARRANGEMENTS QUE L’ON PEUT FORMER AVEC DES LETTRES DONXNÉES, 


Et sur les permutations ou substitutions à l’aide desquelles 
on passe d’un arrangement à un autre. 


$ I. — Considérations générales. 
Soient 
RE A 
diverses lettres, qui soient censées représenter des variables indépendantes. 
Si l'on numérote les places occupées par ces variables dans une certaine 
fonction Q@, et si l'on écrit à la suite les unes des autres ces variables x, 
y, 3... rangées d’après l’ordre de grandeur des numéros assignés aux places 
qu'elles occupent, on obtiendra un certain arrangement 


ÆVZ.., 


et quand les variables seront déplacées, cet arrangement se trouvera rem. 
placé par un autre, qu'il suffira de comparer au premier pour connaitre la 
nature des déplacements. Cela posé, les diverses valeurs d’une fonction 
de n lettres correspondront évidemment aux divers arrangements que l'on 
pourra former avec ces n lettres. D'ailleurs, le nombre de ces arrangements 
est, comme l’on sait, représenté par le produit 


EC te LS LE 
Si donc on pose, pour abréger, 


N=1.2.5..n, 


ÀN sera le nombre des valeurs diverses, égales on distinctes, qu'une fonction 
de n variables acquerra successivement quand on déplacera de toutes les 
manières , en les substituant l’une à l’autre, les variables dont il s'agit. 


( 183) 


On appelle permutation ou substitution l'opération qui consiste à dé- 
placer les variables, en les substituant les unes aux autres, dans une valeur 
donnée de la fonction @, ou dans l'arrangement correspondant. Pour indi- 
quer cette substitution, nous écrirons le nouvel arrangement qu'elle pro- 
duit au-dessus du premier, et nous renfermerons le système de ces deux ar- 
rangements entre parenthèses. Ainsi, par exemple, étant donnée la fonction 


Q= x + 27 + 3z, 


où les variables x, y, z occupent respectivement la première, la seconde et 


la troisième place, et se succèdent en conséquence dans l'ordre indiqué par 
l'arrangement 


LYZ, 


si l’on échange entre elles les variables J; 2 qui occupent les deux dernières 
places, on obtiendra une nouvelle valeur Q' de Q, qui sera distincte de la 
premiere, et déterminée par la formule 


Q= x + 22 + 37. 
D'ailleurs, le nouvel arrangement, correspondant à cette nouvelle valeur, 
sera 
XZY ; 


et la substitution par laquelle on passe de la première valeur à la seconde 


9 
se trouvera représentée par la notation 


LA 


{xzy 

= 
qui indique suffisamment de quelle manière les variables ont été déplacées. 
Les deux arrangements xzr, XYZ, Compris dans cette substitution, forment 
ce que nous appellerons ses deux lermes, ou son numérateur et son dénomi- 
nateur. Comme les numéros qu'on assigne aux diverses places 
les variables dans une fonction sont entièrement arbitraires, il est clair que 
l'arrangement Correspondant à une valeur donnée de la fonction est pareil- 
lement arbitraire, et que le dénominateur d’une substitution quelconque 
peut être l'un quelconque des N arrangements formés avec les 7 variables 
données. On arrivera immédiatement à Ja même conclusion en observant 
qu'une substitution quelconque peut être censée indiquer un système déter- 
miné d'opérations simples dont chacune consiste à remplacer une lettre du 
dénominateur par une lettre du nnmérateur, et que ce système d'opérations 


qu'occupent 


( 153 ) 


ne variera pas si l'on échange entre elles d'une manière quelconque les 
lettres du dénominateur, pourvu que l’on échange entre elles, de la même 
manière, les lettres correspondantes du numérateur. Il en résulte qu'une 
substitution, relative à un système de n variables, peut être présentée sous /V 
formes différentes dont nous indiquerons l'équivalence par le signe —. Ainsi, 
par exemple, on aura 


Ge) . (7) a (à ne 
ZYZ ÉTY zx Y 
Observons encore que l’on peut, sans inconvénient, effacer toute lettre qui 


se présente à la même place dans les deux termes d'une substitution donnée, 
cette circonstance indiquant que la lettre ne doit pas être déplacée. Ainsr, 


en particulier, on aura 
xzY\ __[2Y 
zy3) — \yz 


Lorsqu'on a ainsi éliminé d’une substitution donnée toutes les lettres quil 
est possible d'effacer, cette substitution se trouve réduite à sa plus simple 
expression. 


: ; : : : Z2ZY) 
Le produit d'un arrangement donné xyz par une substitution “d ) 
De 


est le nouvel arrangement xzy qu’on obtient en appliquant cette substitu- 
tion même à l’arrangement donné. Le produit de deux substitutions est la 
substitution nouvelle qui fournit toujours le résultat auquel conduirait l'ap- 
plication des deux premières, opérées l’une après l'autre, à un arrangement 
quelconque. Les deux substitutions données sont les deux facteurs du pro- 
duit. Le produit d’un arrangement par une substitution ou d'une substitu- 
tion par une autre s'indiquera par l’une des notations qui servent à indiquer 
le produit de deux quantités, le multiplicande étant placé, suivant la cou- 
tume , à la droite du multiplicateur. On trouvera ainsi, par exemple, 


(EX) rs à, 


/ 


JTUZ TS JT uz 
æyzü}  \xy)\zu 
Il y a plus; on pourra, dans le second membre de la dernière équation, 


échanger sans inconvénient les deux facteurs entre eux, de sorte qu'on aura 
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et 


(154) 


youz\ . Jæ\. 
zyzu) 7 \zu) \zy 
Mais cet échange ne sera pas toujours possible, et souvent le produit de deux 
substitutions variera quand on échangera les deux facteurs entre eux. Ainsi, 
en particulier, on trouvera 
Yz\{2Y\ __ (rx TS RAS Ce ee. 
xy) rs ar yz) \xr) \zxrz, 


Nous dirons que deux substitutions sont permutables entre elles, lorsque 
leur produit sera indépendant de l’ordre dans lequel se suivront les deux 


encore 


facteurs. 
Rien n'empêche de représenter par de simples lettres 


Fo à RO PAPA 
ou par des lettres affectées d'indices 
À}, À, Mains, 


les arrangements formés avec plusieurs variables. Alors la substitution qui 
aura pour termes À et B se présentera simplement sous la forme 


et l’on aura 


® 
+ 
© 


. À « , . . Eh \ 
De plus, si, en appliquant à l'arrangement GC la substitution a) : on pro- 


duit l’arrangement B, on aura non-seulement 


B \ 
mev 


mais encore 


{ 194.) 


Le nombre total des substitutions relatives au système de # variables 
x,7,2,... est évidemment égal au nombre AN des arrangements que l'on 
peut former avec ces variables, puisqu'en prenant pour dénominateur un 
seul de ces arrangements, le premier par exemple, on peut prendre pour 
numérateur l’un quelconque d’entre eux. La substitution, dont le numéra- 
teur est le dénominateur même, peut être censée se réduire à l'unité, puis- 
qu'on peut évidemment la remplacer par le facteur 1 , dans les produits 


A 
ec 
A\ (B\  /D\ j'a\ : /D\. 
(a) (e) = (c) (a) = (c) 
Une substitution ei , multipliée par elle-même plusieurs fois de suite, 


donne pour produits successifs son carré, son cube, et généralement ses di- 
verses puissances , qui sont naturellement représentées par les notations 


QU 


ee jui : RER B ; 
D'ailleurs, la série qui aura pour termes la substitution A et ses diverses 


DANEITRE 


ne pourra Jamais offrir plus de NV substitutions réellement distinctes. Donc, 
en prolongeant cette série, on verra bientôt reparaître lesmêmessubstitutions. 


D'autre part, si l’on suppose 
(B\4 B\2 
Ho n 


k étant < L, alors, en faisant, pour abréger, 


puissances , Savoir , 


ae (D 
= 


: étant évidemment inférieur à £. Il y a plus; si, en supposant la valeur de : 
20. 


on aura 


par conséquent 


(156) 


déterminée par la formule précédente, on nomme / un nombre entier quel- 
conque, k le quotient de la division de / par ë, et j le reste de cette division, 
en sorte qu'on ait 


Ft Wie 


j étant inférieur à £, on trouvera non-seulement 


GOT eee 
CAHAOETNS 


et, en étendant l’avant-dernière formule au cas même où le nombre # se ré- 


mais, en outre, 


duit à zéro, on aura encore 


En vertu des remarques que nous venons de faire, si l'on prolonge indé- 
finiment la série dont les divers termes sont 


B\0 B Da on 
Fi = I, (a ° " , " EC, 


/4 


le premier des termes qu'on verra reparaître sera précisément l'unité, et a 
partir de celui-ci les termes déjà trouvés se reproduiront périodiquement 
dans le même ordre, puisqu'on aura, par exemple, 


Sd 


\ 


Drame 
> © 
D re 
| 
RDS 
> © 
car 
ï 
| 
PTITESS 
> © 
D 
La 
F 


B\i+2 B\2i+2 
E a () Le (i) pe 
lei LAS 


Donc le nombre à des termes distincts de la série sera toujours la plus petite 
des valeurs entières de à pour lesquelles se vérifiera la formule 


= 


Le nombre i, ainsi déterminé, ou le degré de la plus petite des puissances 


(ar 


de () équivalentes à l'unité, est ce que nous appellerons le degré ou 


a ; B 
l'ordre de la substitution ( 1: 


Supposons maintenant qu'une substitution réduite à sa plus simple ex- 
pression se présente sous la forme 


J2Z VAT 

Cy2E . .Uvw : 
c'est-à-dire qu'elle ait pour objet de remplacer x par y, puisy par z,...,et 
ainsi de suite jusqu’à ce que l'on parvienne à une dernière variable w, qui 
devra être remplacée par la variable x de laquelle on était parti. Pour effec- 


tuer cette substitution, il suffira évidemment de ranger sur la circonférence 
d'un cercle indicateur, divisée en parties égales, les diverses variables 


Mr 2. ur 1: 


en plaçant la première, la seconde, la troisième, . . . sur le premier, le second, 
letroisième, . .. point de division, puis de remplacer chaque variable par celle 
qui la première viendra prendre sa place, lorsqu'on fera tourner dans un 
certain sens le cercle indicateur. Pour ce motif nous donnons à la substitu- 
tion dont il s’agit le nom de substitution circulaire. Nous la représenterons, 
pour abréger, par la notation 


Os MU 
et il est clair que, dans cette notation, une quelconque des variables 
DE AE PU de à 


pourra occuper la première place. Ainsi, par exemple, on aura identi- 
quement 
DR 2 7,07) 


Si l'on nomme à le nombre des variables comprises dans une substitution 
circulaire 
(12%, 4,0, Ww), 


alors, pour opérer cette substitution / fois de suite, ou, ce qui revient au 
même , pour l'élever à la puissance du degré L, il suffira évidemment de faire 
tourner le cercle indicateur, de manière que le point de division correspon- 
dant à chaque lettre parcoure une portion de la circonférence mesurée par 


L'or) 
l * L4 \ . 
le rapport -+ Cela posé, pour ramener chaque lettre à sa place, il faudra 
ue PRE ( : 
évidemment que ; Soit un nombre entier, et que l'on ait au moins / = i. 


Donc l'ordre d'une substitution circulaire sera précisément le nombre : des 


lettres qu'elle renferme. 

Si, dans le cercle indicateur, on joint par une corde deux points de divi- 
sion correspondants à deux variables dont l’une prendrait la place de l’autre, 
en vertu de la substitution circulaire 


(GR, TR 2%. U, 0, W} 

L fois répétée, ou, ce qui revient au même, en vertu de la substitution 
RE PACS: PEN 2 d 
> Jr Zs, U, V, ; 


le système des cordes ainsi tracées offrira évidemment ou un polygone ré- 
osulier, ou un système de polygones réguliers. 

Si le degré l'est premier à à, c'est-à-dire au nombre qui représente l'ordre 
de la substitution circulaire 


EX, F3 Z,..., U, V, w), 


le système des cordes dont il s'agit constituera simplement un polygone ré- 
gulier, qui pourra être du genre de ceux que M. Poinsot a nommés poly- 
gones étoilés. Mais si, les nombres Let ? offrant un ou plusieurs facteurs 
communs, on nomme # le plus grand commun diviseur de ces deux nombres, 
et a le quotient de la division de i par k, alors le système des cordes tracées 
constituera un système de k polygones réguliers, étoilés ou non étoilés, dont 
chacun renfermera a côtés seulement. Donc alors aussi la substitution 


(MST 2 4,0 
sera le produit de } substitutions circulaires de l'ordre a. Si, pour fixer les 
idées, on pose i —4, alors, en élevant à la seconde et à la troisième puissance 
la substitution circulaire 
(x, ÿ; 5, ü), 
on trouvera 
ns > Es L 4 A LA ess LA 
(x, 7, Z, u) = (x, 2)(yr, u), (x, y, zu) = (a, u, z, 7). 
Si, au contraire, l'on pose ? —6, alors, en élevant à diverses puissances la 
substitution circulaire 


Er des) 


À 2 
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on trauvera 

(X, TZ U, 9, w) ”_ (x, Z, v) (r,u,w), (x, T; Z,u,V, w} = (x, u) (7: v)(z,wW), 
(x, 7, zu, v, w) = (x,v,2) (r,w,u), (x, 7,2 u,v, wi= (WW; vis, Tr) 

Soient maintenant 
A et B 

deux quelconques des arrangements que l'on peut former avec # va- 
riables, æ, Y, 2,.... Pour substituer le second arrangement au premier, 
il suffira évidemment d'opérer une ou plusieurs substitutions circulaires, que 
l’on formera sans peine en écrivant à la suite l’une de l’autre deux variables, 
dont l’une sera remplacée par l'autre quand ou passera du premier arrange- 


ment au second, En conséquence, la substitution (3) , réduite à sa plus simple 


expression, sera nécessairement, ou une substitution circulaire, où le pro- 
duit de plusieurs substitutions circulaires. On trouvera, par exemple, 


| B L | 
en supposant que Fe renferme quatre ou cinq variables, 


ZUPYX 


uzyx ' . He 
ie re . SE 5); en — (x,2,0)(7 4). 


\ 


Les substitutions circulaires dont une substitution quelconque sera 


A 0 


le produit, sont ce que nous appellerons les facteurs circulaires de 
\ À 


Deux quelconques d'entre elles, étant composées de lettres diverses, seront 
évidemment permutables. Donc, tous les facteurs circulaires de | : | 
seront permutables entre eux, et représenteront des substitutions qui pour- 
ront être effectuées dans un ordre quelconque. Il y a plus : comme deux 
substitutions égales seront nécessairement permutables entre elles, si lon 
4 D B « . 10 . 

élève Lie des puissances quelconques, ou obtiendra de nouvelles substi- 
tutions qui seront permutables entre elles, ainsi que leurs facteurs représentés 


a | | B 
par des puissances des facteurs circulaires de ei 


\ [A 


Supposons, pour fixer les idées, que les variables comprises dans les 
divers facteurs circulaires de N soient respectivement : 
7 4 


dans le premier facteur...... &,6, y,...; 

se second fACIEUR.-..... À, Va. 

dans le troisième facteur..... ®, X: L,...; 
etc. etc. 


( 160 ) 
en sorte qu'on ait 
us B 8 | 
(r) a) = (&: sPes)Qpv,...)(p, y, L,...).. 
Alors, / étant un nombre entier quelconque, on aura encore 
B\ € è £( l 
" 06 Ou0 LS AD ER CE 


et, pour que / vérifie l'équation 


(2) C\=r, 


il faudra qu'on ait séparément 
\ DE é « \ 
D (mp. fr (uv... nr D 
Or, les seules valeurs de /, propres à vérifier l'équation (2), seront l’ordre i de 


: ; B : : k 
la substitution A et les multiples de r. Pareillement les valeurs de L propres 


à vérifier l'une quelconque des formules (3) seront l'ordre du facteur cireu- 
laire qui entre dans cette formule et les multiples de cet ordre. Cela posé, 


soient 
DL. 


les nombres qui représentent les ordres respectifs des substitutions circulaires 
(46, PÉCERTE Dose. (o, ré UPE : re es 

et r le nombre des variables qui se trouvent exclues de la substitution a 
quand elle est réduite à son expression la plus simple. Non-seulement 
aura 
(4) A+b+C+...+r=n, 
attendu que les divers groupes 

CR RSR ES 

}; nn 


Dr Hs Pise, 
etc., 


devront renfermer en somme les n—r lettres auxquelles se rapporte la substi- 


L B e. LA e . 1 A] 
tution Fi ; mais, de plus, on conclura évidemment de ce qui précède, que 
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l'ordre à de la substitution () sera le plus petit nombre divisible à la fois 
par a, par b, par c, etc. 
Considérons maintenant en particulier, parmi les variables x, y, z,..…, 


celles qui ne sont pas déplacées par la substitution ( } et nommons 4 l'urve 


A 
de ces dernières. Comme nous l'avons remarqué, la variable w se trouvera 
au B ne : >: l 
exclue de la substitution pi réduite à son expression la plus simple; mais, 
d'autre part, rien n'empêchera de mettre cette variable w en évidence, et de 
la considérer comme formant à elle seule un facteur circulaire du premier 


= 


/ 


ordre, savoir, le suivant : 


On pourra même présenter ce facteur du premier ordre sous une forme 
analogue à celles des facteurs circulaires 


(Lt; Fi (æ, JD 2h 


ee À u : ne 
en écrivant simplement (x) au lieu de (a) de même qu'on écrit (x, 7), 


(x, y, 2), au lieu de CS) Ca) 


ZY2Z ; 
Il suit de cette observation que, dans la formule (4), on peut regarder la 
lettre r comme exprimant le nombre des facteurs circulaires du premier 


ordre, renfermés dans la substitution (à )-Ajoutons que, dans la formule (4), 
deux ou plusieurs des nombres 

(A PR EURE 
peuvent être supposés égaux entre eux. Si l'on se place dans cette hypothese, 
et si, pour plus de commodité, on suppose la substitution @) équivalente 
“au produit que l'on obtient quand on multiplie entre eux 


f facteurs circulaires de l’ordre a, 
g facteurs circulaires de l’ordre b, 
hk facteurs circulaires de l'ordre c, 
etc., et enfin 
r facteurs circulaires du premier ordre; la formule (4) se trouvera évi- 
demment remplacée par la suivante 


(5) Ja + gb +hc +...+r=n. 
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Une substitution quelconque ei sera dite régulière, lorsqu'elle sera, ou 


une substitution circulaire, ou le produit de plusieurs substitutions circu- 
laires de même ordre. Elle sera irrégulière dans le cas contraire. Cela posé, 
l'ordre d’une substitution régulière est évidemment l’ordre de ses facteurs 
circulaires; de plus, toute substitution régulière est une puissance d'une 
certaine substitution circulaire. Ainsi, par exemple, la substitution régulière 


(x, u) (y, ») (z, w) 


est le cube de la substitution circulaire 
fe, HR UT ER 21 


Eofin, étant donnée une substitution régulière qui renferme plusieurs va- 
riables æ, y, z,..., celles de ses puissances qui ne se réduiront pas à l'unité 
seront des substitutions régulières qui renfermeront nécessairement toutes ces 
variables. Au contraire , les puissances d’une substitution irrégulière seront, 
les unes irrégulières, les autres régulières; et celles qui seront régulières ren- 
fermeront un moindre nombre de variables. Ainsi, par exemple, la sub- 
stitution irrégulière 
(æ, 7, 2) @, 


qui renferme les variables 


ie 
aura pour cinquième puissance la substitution irrégulière 
(x, z, y) (u, v), 


qui renfermera encore les cinq variables données; mais elle aura pour 
carré, pour cube et pour quatrième puissance les substitutions régulières 


LS Z, Th (u, o), (X, Ys z), 
dont chacune renfermera deux ou trois variables seulement. 


Il est bon d'observer que si, après avoir substitué à l'arrangement A un 
autre arrangement B, on veut revenir de l’arrangement B à l’arrange- 
ment À, cette seconde opération, inverse de la première, sera représentée , 


, B . ; ; . 
non plus par la notation La mais par la notation (3). En conséquence, il 
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est naturel de dire que les deux substitutions 


sont inverses l'une de l’autre. Cela posé, il est clair que, si la substitu- 


: B : « : : 
tion () fait passer à la place de x une autre variable y, la substitu- 
tion inverse à fera passer, au contraire, y à la place de x. Si la sub- 


: ; B RE : : : à 
stitution G) se réduisait à une substitution circulaire du second ordre, 


en sorte qu'on eût, par exemple, 


n a 


elle aurait pour effet unique d'échanger entre elles les deux variables x, y, 
et se confondrait avec la substitution inverse 


) = (y, x). 


Ajoutons que les facteurs circulaires de ( 


A ne 1 
B seront évidemment inverses 


, : B 
des facteurs circulaires de ( : . 


$ II. — Extension des notations adoptées dans le premier paragraphe. Substitutions semblables 


entre elles. 
Considérons 7 variables indépendantes 
LAS PET 


A, BC, D'etc. 


et soient 


les arrangements divers qui peuvent être formés avec ces variables. Rien 
n'empêchera de représenter par de simples lettres 


P'OR 


les substitutions qui consistent à remplacer ces arrangements l’un parl'autre, 
et de prendre, par exemple, 


AL: 
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Cela posé, les diverses puissances d’une substitution P se trouveront repré- 
sentées par les notations 
Don 2 3 . 
PE Le. 


et si l’on nomme i l'ordre de la substitution P, c'est-à-dire la plus petite des 
valeurs entières de / pour lesquelles se vérifie la formule 


(a) P'= 1; 
alors, en désignant par # et par / des nombres entiers quelconques, on aura 
(2) pi — pt 


En généralisant la formule (2), on est naturellement amené à considérer 
non-seulement des puissances positives, mais encore des puissances négatives 
de la substitution P. En effet, pour assigner une signification précise à la 


notation 
ed 
Ee. 


il suffit d'étendre, par analogie, la formule (2) au cas même où / devient 
négatif. Alors on trouve 
(3) D = Pos 
et, en particulier, 
(4) rep 
Si, pour fixer les idées, on suppose i = 6, et 
Pt rs uv) 
on aura 
PR 2. lu) 


La substitution P—* n'étant pas distincte de la substitution PF", il en résulte 


que chacun des produits 
PP ou P-'P 


se réduit, comme on devait s'y attendre, à 


Pi = PP — 1, 


pe 


: ARC ; Le B 4 
Pt sera la substitution qui, multipliée par Um) , donne pour produit l'u- 


Donc, par suite, si l'on a 
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sep + ti3,47 7: “FE !. Ne B ne À 
nité, c'est-à-dire la substitution é) , inverse de ( A Ainsi, les notations 
Fr. 


désignent généralement deux substitutions irverses l’une de l'autre. 

Ajoutons que l'inverse de la substitution P' sera évidemment P*. 

Deux substitutions étant toujours inverses l'une de l’autre, quand leur 
produit est l'unité, on en conclut que la substitution PQ a pour inverse Q* PT", 
et que, pareillement, la substitution P” Q! a pour inverse Q*P. 

Deux substitutions distinctes 


e= (2). e(?) 


seront dites semblables entre elles, quand elles offriront le même nombre 
de facteurs circulaires et le même nombre de lettres dans les facteurs circu- 
laires correspondants, en sorte que les facteurs circulaires, comparés deux à 


deux, soient de même ordre. 
D’après cette définition, deux substitutions circulaires de même ordre seront 


toujours semblables entre elles, et l'on pourrä en dire autant de deux sub- 
stitutions régulières qui, étant de même ordre, offriront le même nombre 
de facteurs circulaires. Ainsi, par exemple, la substitution circulaire de se- 


cond ordre 


(x, 7) 
sera semblable à chacune des substitutions 
ir, e) «(en moe 
La substitution du troisième ordre 
(æ, 7: 2) 
sera semblable, non-seulement à son carré 
(x, 2, ÿh 
mais encore à chacune des substitutions 
(x, D U); (æ, 3; U),.…., (7; Z , ),.…» (u, p, w),.... 


Ainsi encore les trois substitutions régulières, du second ordre, que l'on peut 
former avec quatre variables x, y, 3, u, savoir : 


(x, Jr) G; u), (x, 2) (Tr ü), :(#;, u)(7, 2), 


sont semblables l’une à l’autre. 
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Étant données deux substitutions P, Q semblables entre elles, on peut tou- 
jours écrire la seconde au-dessus de la première , de telle sorte que les fac- 
teurs circulaires de même ordre se correspondent deux à deux. Alors, aux 
diverses variables que renfermait la substitution P, correspondront, dans 
la substitution Q, d'autres variables qui remplaceront les premières. Cela 
posé, concevons que l'on présente les deux substitutions P, Q sous les formes 


r= (2). &= (2) 


en prenant pour À un arrangement quelconque, et en nommant C celui que 
l'on obtient, lorsque dans l'arrangement A on remplace chaque variable par la 
variable correspondante , prise dans la substitution Q. Il est clair que les 


deux substitutions 
B D 


quand elles seront semblablesl'une à l’autre, déplaceront, de la même manière, 
les variables qui occupaientlesmêmes places dansles arrangementsA et C. Donc 
alors , si l’on écrit l'un au-dessus de l’autre, d’une part, les arrangements A 
et C, d'autre part, les arrangementsB et D, les variables qui se correspondront 
dans les arrangements A et C, se correspondront encore dans les arrange- 
ments B et D, produits, le premier, par l'application de la substitution P à 
l’arrangement À ; le second, par l'application de la substitution Q à l’arran- 
sement C. Donc on aura, dans l'hypothèse admise, 


Ê 8 (9 


Réciproquement, si la condition (5) est remplie, les deux substitutions 


= (?). a (?) 


appliquées la première à l'arrangement A, la seconde à l'arrangement C, 
déplaceront certainement, de la même manière, les variables qui, dans 
ces deux arrangements, occupaient les mêmes places. Donc, par suite, ces 
deux substitutions devront offrir le même nombre de facteurs circulaires. 
et le même nombre de lettres dans les facteurs circulaires correspondants, 
c'est-à-dire qu'elles seront semblables l’une à l’autre. 

Il est bon d'observer que les arrangements ci-dessus désignés par les lettres 
A, B, C, D sont censés comprendre généralement toutes les variables que 
l'on ne Donc, pour trouver les variables qui doivent se corres- 
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pondre dans les arrangements A et C, il est nécessaire de mettre en évidence 
toutes les variables, et non pas seulement celles qui se trouveraient renfer- 
mées dans les valeurs des substitutions P, Q , réduites à leurs plus simples ex- 
pressions. Ainsi, par exemple, si les substitutions P, Q, formées chacune 
avec cinq des six variables 


T, F: Z, 2 ÿ, w, 
se réduisent aux suivantes 
P= (x, pr, z) (u, v), Q=(7,2,u)(v, w), 


elles seront semblables l’une à l’autre. Mais, si l’on veut les présenter sous 


la forme 
=} ao) 


À,B, C, D étant des arrangements qui vérifient la condition (5), on devra 
commencer par mettre en évidence les six variables 


T', Jr Z, lu, V,Ww, 


dans chacune des substitutions P, Q, en introduisant dans la substitution 
P le facteur de premier ordre (w), et, dans la substitution Q , le facteur (). 
Alors, en écrivant Q au-dessus de P, de maniere à faire correspondre les uns 
aux autres les facteurs circulaires de même ordre, on trouvera 


Q = (J', 2, u) (#, ww) (x), 
P=(x, y, 2)(u, »)(w), 
et, par suite , on pourra prendre 
À — xyzuvw, C — yzuvwx. 
Si l’on adopte effectivement ces valeurs de À et de C, on trouvera encore 
B— PA = yzxvuw, D = QB — ZUYWVX, | 
et, par suite, on aüra non-seulement 
(UE) te, 2 4, v, 0) 
mais aussi 
(= Ce) = Un #1 2 v, 0, æ (5) 
Donc, les arrangements À, B, C, D seront, comme on devait sy 


attendre, 
du nombre de ceux qui vérifient la formule (5) 


. 
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Concevons maintenant que, les deux substitutions 


= (e- () 


étant semblables l'une à l'autre, et représentées à l’aide de quatre arrange- 
ments À, B, C, D, qui vérifient la condition (5), on pose 


Gr | 


Alors on tirera de la formule (5), non-seulement 


= (Des 


mais AUSSI 


Donc, eu égard aux formules 


D B A 
e na n E.. (ce) . 
on aura encore 


(6) HR 


Si l’on posait 


la formule (6) deviendrait 
(7) Q= SOS. 


Nous pouvons donc conclure, de. ce qui précède, que P étant une substi- 
tution quelconque, toute substitution semblable à P sera de la forme 


RPR—, 
ou, ce qui revient au même, de la forme 


St PS. 
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En d’autres termes, toute substitution. semblable à P sera le produit de 
trois facteurs dont les deux extrêmes seront inverses l’un de l'autre, le 
facteur moyen étant précisément la substitution donnée P. Réciproquement, 
tout produit de trois facteurs dont les deux extrêmes seront deux substi- 
tutions inverses l'une de l'autre, le facteur moyen étant la substitution V, 
sera une substitution semblable à P. 


On peut remarquer encore que de la formule (6) on tire 
QR =.RP. 


En conséquence, deux substitutions P, Q sont semblables lune à l’autre, 
lorsqu'elles vérifient une équation de la forme 


(8) QR — RP. 


Concevons maintenant que P, Q soient deux substitutions quelconques 
semblables ou dissemblables. Les produits 


PQ, QP 


seront certainement des substitutions semblables entre elles. En effet, si l'on 
pose 


(9) R=PO; S—=0Pr. 


on en conclura, d’une part, 


1 DE S, 
et, par suite, 

R = Q7'S0 ; 
d'autre part, 

Q ET A h, 
et, par suite, 

Dh He. 


On arriverait encore à la même conclusion, en observant que des for- 
mules (9) on déduit immédiatement l'équation 


(10) RP = PS, 


analogue à la formule (8). On peut donc énoncer la proposition suivante : 


Théorème. Les deux produits que l’on peut former avec deux substitu- 
tions données, en prenant l’une ou l’autre pour multiplicande, sont deux 
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nouvelles substitutions, non-seulement de même ordre, mais encore sembla- 
bles entre elles. ta 
‘Ainsi, par exemple, si l'on multiplie, #° (x, y) par(y, z); 2° (y, z) par 
(æ,7), on obtiendra, dans le second cas comme dans le premier, une sub- 
stitution du second ordre, et l’on trouvera 


(nr 2(x,r7)=(t,2,.7): (@: 7)(2,2) = (&, r, 2. 


$ III. — Sur les diverses formes que peut revétir une même substitution, et sur le nombre des 
substitutions semblables à une substitution donnée. 


Soit P l’une des substitutions que l’on peut former avec n variables x, 
Fr Zs°+.3 et posons 


N=1:1.2.3...n. 


Si l'on présente cette substitution sous la forme d'un rapport qui ait pour 
termes deux des arrangements composés avec les variables x, y, z,..., 
alors, comme nous l’avons remarqué dans le $ I‘, on pourra prendre pour 
dénominateur de ce rapport un quelconque de ces arrangements, et par 
suite, en laissant toutes les variables en évidence, on pourra présenter la 
substitution P sous V formes diverses. Ainsi, par exemple, si l’on prend 
n—3,on aura V— 6, et la substitution du second ordre par laquelle on 
échangera entre elles les deux variables x, y, pourra être présentée sous 
l'une quelconque des six formes 


Yxz YZT Z2Y XYZ zyx Z2Y 
Ce) Cr) ba) | ea) (2) ! 2; 

Le nombre des formes que peut revêtir une même substitution P se 
trouve notablement diminué lorsqu'on l'exprime à l’aide des facteurs cir- 
culaires dont elle est le produit, et que, pour représenter chaque facteur 
circulaire, on écrit entre deux parenthèses les variables qu'il renferme, en 
les séparant par des virgules, et plaçant à la suite l’une de l’autre deux varia- 
bles dont la seconde doit être substituée à la première. Alors le nombre des 
variables comprises dans chaque facteur circulaire indique précisément l'ordre 
de ce facteur, et le plus petit nombre qui soit simultanément divisible par 
les ordres des divers facteurs représente l'ordre à de la substitution P. Alors 
aussi toute variable qui reste immobile quand on effectue la substitution P, 
doit être censée comprise dans un facteur circulaire du premier ordre , qui 
renferme cette seule variable, et, par suite, un tel facteur, représenté par 
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l'une des notations | 


(x), (7) (),..,, 


est équivalent à l'unité. Les facteurs circulaires du premier ordre disparai- 
tront toujours , si la substitution donnée P est réduite à son expression la plus 
simple. Mais ils reparaîtront nécessairement si l'on veut mettre en évidence 
toutes les variables. Il importe de connaître le nombre des formes différentes 
que peut revêtir, dans cette hypothèse, la substitution P. On ÿ parvient aisé- 
ment de la manière suivante : 

Supposons, pour fixer les idées, que la substitution P, étant de l’ordre à, 
renferme 


f facteurs circulaires de l'ordre a; 
g facteurs circulaires de l'ordre b; 


etc. et enfin 
r facteurs circulaires du premier ordre, en sorte que r exprime le nombre 


des variables qui restent immobiles quand on effectue la substitution P. 
On aura nécessairement 
(1) af+bg+...+r=n. 


Supposons encore qu'après avoir exprimé la substitution P à l’aide de ses di- 
vers facteurs circulaires, représentés chacun par une série de lettres com- 
prises entre deux parenthèses, et séparées par des virgules, on veuille dé- 
terminer le nombre © des formes semblables que l’on peut donner à la 
substitution sans déplacer les parenthèses, et, par conséquent, sans altérer les 
nombres de lettres comprises dans les facteurs circulaires qui occupent des 
rangs déterminés. Tout ce que l’on pourra faire, pour modifier la forme de 
la substitution P, ce sera ou de faire passer successivement à la première 
place, dans chaque facteur circulaire, une quelconque des lettres comprises 
dans ce facteur, ou d'échanger entre eux les facteurs circulaires de même 
ordre. Par suite, pour obtenir le nombre w des formes, semblables entre 
elles, que peut revêtir la substitution P, il suffira de multiplier le produit 


af b£... 
des ordres de tous les facteurs circulaires par le nombre 


(a er) CR RP Rd 


des arrangements divers que l’on peut former avec ces facteurs, lorsque, sans 


déplacer les parenthèses qui lesrenferment, onse borne à échanger entre eux 
#2. 
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de toutes les manières possibles les facteurs circulaires de même ordre, On 
aura donc 


(2)° D—(1.2...f)(1.2...g)...(1.2..:n af be... 


Ainsi, par exemple, si l'on prend n—5, a — fe, Tr n, la for- 
mule (2) donnera 


Dr (L.2)3=:6. 


Effectivement, si l'on met en évidence les cinq variables +, y,2,u, v, dans 
la substitution 


(&, 7; 2) 
composée avec trois de ces variables, on pourra la présenter sous la forme 
(æ, y; 2) (u) (9), 


et, sans déplacer les parenthèses, on pourra donner à cette même substitu- 
tion six formes semblables, savoir : 


(x, y, 2)(&) (9), (7, 2, æ)(u)(v), (2 x, 7) (u) (»), 
(x; 7, 26), (Cr, 2, x)O)(@, (2 x, n (+) (w. 


Il sera maintenant facile de calculer le nombre des substitutions semblables 
entre elles, et à une substitution donnée P, qui peuvent être composées avec 
n variables 


En effet, nommons 
LA 1/4 
PDT à 


ces substitutions semblables à P. Supposons d’ailleurs que l’on représente 
chacune d'elles par le produit de ses divers facteurs circulaires, en mettant 
toutes les variables en évidence, et en assignant aux parenthèses des places 
déterminées. Enfin, concevons que l’on donne à chacune des substitutions 
P, P', P”,.... toutes les formes qu'elle peut revêtir dans cette hypothèse. 
Si l'on nomme % le nombre total des substitutions LS ER MORTE TD 
nombre des formes sous lesquelles se présentera chacune d'elles, le produit 
ww exprimera non-seulement le nombre total des formes que revêtiront 
la substitution P et Les substitutions semblables à P, mais encorele nombre ZV 
dés arrangements divers que l’on peut former avec z variables. Car on devra 
évidemment retrouver tous ces arrangements, en supprimant les virgules et 
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les parenthèses dans les diverses formes obtenues. On aura donc 
(3) qe = AN. 
la valeur de A étant 
N= ya. ion; 
et, par suite, on aura encore 


(4) ae. 


Si la substitution P renferme f facteurs circulaires de l'ordre &, g fac- 
teurs circulaires de l’ordre b,.., enfin r facteurs circulaires du premier 
ordre, on aura , en vertu de la formule (2), 


Gi ifsdehf) (12,8)... (1a...n)af be. 


et par conséquent la formule (3) donnera 


| N 
() SE (1.2... f)(re2 de) À .(r.2...7). .a7 08... 


Si maintenant on désigne par 
25 


la somme des valeurs de & correspondantes aux divers systèmes de nom- 
bres qui peuvent représenter des valeurs de a, b, c..., propres à vérifier 
l'équation (1),ou,en d’autres termes, si l’on désigne par X la somme des va- 
leurs de & correspondantes aux diverses manières de partager le nombre » 
en parties égales ou inégales ; alors Z& devra être précisément le nombre 
total des substitutions que l’on peut former avec n lettres. On aura donc 


(6) 24 1, 
et, par suite, eu égard à la formule (5), 


(7) = (re2...g)(.2...h)(1.2...4)...a8bhe,.. | 


Cette dernière équation paraît digne de remarque. Si, pour fixer les idées, 
on pose z — 5, on trouvera 


== 4+1=3+2=3+1+1—=2+02+1—0+ 14H RIHI+I+ I. 


et, par suite, l'équation (7) donnera 


ps DADent aiuie s'Uÿz 1 5h I 
B LE 15 2 32 1daà3 mano BAS IDE d° 


ce qui est exact. 
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$ IV. — Résolution de l'équation linéaire et symbolique par laquelle se trouvent liées l’une à 
l’autre deux substitutions semblables entre elles. 


Soient P, Q deux substitutions semblables entre elles, formées avec 


n variables 
os. 


ou du moins avec plusieurs de ces variables ; et supposons 


(1) P= (a, 6, y,…., n)(, pe, v,…, p)..(p) (0 (L).… 
(2) Q=(œ,6, rs n')Q, pe, vos pe (gr) )e, 
a, 6, Yon X, pu, ve, pis @, x’, W... désignant les variables qui, 


dans la substitution Q, ont pris les places qu'occupaient les variables &, 6, 
Poe) 15 À Ps Vie, p5...5 ©, X, LV... dans la substitution P. Représentons par 


A et C 


les arrangements auxquels se réduisent les seconds membres des formules (1) 
et (2), quand on y supprime les parenthèses et les virgules placées entre les 
variables, en sorte qu'on ait 


(3) Dee ASTM. Due 
(4) C= 067" sn lave pp Ps 
Enfin, soient 

(5) B= PA & D‘ QC 


les nouveaux arrangements qu on obtiendra en appliquant à l'arrangement À 
la substitution P, et à l’arrangement C la substitution Q. On trouvera 


(6) B—6y..napmy..spAl bris, 
(7) D —=607...Wauv...pX\.. OP 


Par conséquent, les variables qui, prises deux à deux, se correspondaient 
mutuellement dans les arrangements A, C, se correspondront encore dans 
les arrangements B, D; et cela devait être ainsi, puisque les substitutions 
semblables P, Q, présentées sous les formes semblables (1) et (2), ont eu pré- 
cisément pour effet de déplacer de la même manière les variables semblable- 
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ment placées dans les arrangements À et C. On aura donc 


@ (3) = (x) 


On aura, par suite, 
(9) DEHD. Vers 
et des équations (9), jointes aux formules (5), on tirera 


DR C0: 
par conséquent 


(10) QRA = RPA, 
et 
(11) | OR —RP. 


Réciproquement, si les substitutions P, Q sont liées entre elles par une équa- 
tion semblable à la formule (11), alors, en appliquant à un arrangement 
quelconque A la substitution 


on retrouvera l'équation (10), et, en posant, pour abréger, 


B C D' 
es) PE Q=() 
ou, ce qui revient au même, 


B=PA; C=RA,; D— (QC, 


on tirera de l'équation (10) 


D 
DR R— Ga): 


On aura donc alors 


vo u= (9) = (3) 


“et, par suite, les substitutions 


Be) (0 si) 


Ce) 
seront semblables l’une à l'autre, puisque, en vertu de la formule (r2), elles 


devront déplacer de la même manière les variables qui se correspondent 
dans les deux termes de la substitution 


(a) 
A 

Il importe d'observer que les deux membres de la formule (11) sont les 
produits qu'on obtient en multipliant les deux substitutions semblables P 
et Q par une nouvelle substitution R dont la première puissance entre, dans 
l'un des produits, comme multiplicande, et dans l’autre produit, comme 
multiplicateur. Pour obtenir cette nouvelle substitution R, il suffit d’expri- 
mer la substitution P à l'aide de ses facteurs circulaires, en mettant toutes les 
variables en évidence, et d'écrire au-dessus de P la substitution Q, présentée 
sous une forme semblable à celle de P, puis de transformer les deux substi- 
tutions Q, P en deux arrangements C, A par la suppression des parenthèses 
et des virgules placées entre les variables. Ces deux arrangements C, A seront 
les deux termes d’une substitution R qui vérifiera la formule (rx). Il y a 
plus : d'après ce qui a été dit ci-dessus, toute valeur de R propre à vérifier 
cette formule sera évidemment fournie par la comparaison des deux substi- 
tutions semblables P, Q, superposées l’une à l’autre, ainsi qu’on vient de l'ex- 
pliquer. D'ailleurs, en laissant P sous la même forme, on pourra donner 
successivement à Q diverses formes semblables à celle de P, et semblables 
entre elles, dont le nombre w sera déterminé par l'équation (2) du para- 
graphe précédent; et, par suite, il est clair que la substitution R admettra 
un nombre w de valeurs distinctes. Donc, si l'on résout par rapport à R 
la formule (11), c'est-à-dire l'équation symbolique et linéaire à laquelle 
doit satisfaire la substitution R, on obtiendra un nombre w de solutions 
diverses correspondantes aux diverses formes de la substitution Q. 

Si, en supposant connues, non plus les substitutions semblables P, ©, 
mais l’une d'elles, P par exemple, et la substitution R, on demandait la va- 
leur de Q déterminée par la formule (11), ou, ce qui revient au même, par 
la suivante 


(13) Q = RPR-!, 


Led 


on remarquerait que, pour passer de la valeur de P, donnée par la for- 
mule (1), à la valeur de Q, donnée par la formule (2), il suffit de faire subir 
aux variables x, y, z,... les déplacements par lesquels on passe de la va- 
leur de A, donnée par la formule (3), à la valeur de C, donnée par la for- 
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mule (4), c'est-à-dire les déplacements qui sont indiqués par la substitution R. 
En' opérant ainsi, on obtiendrait la seule valeur de Q qui vérifie la for- 
mule (13). | 

Nous savons donc maintenant résoudre les deux problèmes suivants : 

1% Problème. Étant données n variables x, y,2,...,et deux substitu- 
tions semblables P, Q, formées avec ces variables, trouver une troisième 
substitution R qui soit propre à résoudre l'équation linéaire 


RP — OR. 


Solution. Exprimez la substitution P à l’aide de ses facteurs circulaires, 
en mettant toutes les variables en évidence, puis écrivez au-dessus de la 
substitution P la substitution Q, présentée sous une forme semblable à celle 
de P. Supprimez ensuite les parenthèses et les virgules placées entre les va- 
riables. Les deux substitutions Q , P seront ainsi transformées en deux arran- 
gements qui seront propres à représenter les deux termes de la substiti- 
tion KR. 

Corollaire. Les substitutions P, Q peuvent ne renfermer qu'une partie 
des variables x, y, 2,...; mais, pour obtenir toutes les solutions de l’équa- 
tion 

RP — QR, 
on devra, comme nous l'avons dit, mettre toutes les variables en évidence, 
même celles qui ne seraient renfermées dans aucune des deux substitu- 
tions P, Q, si ces substitutions étaient réduites à leur plus simple expression. 
Il en résulte que, les substitutions P, Q restant les mêmes, le nombre des 50- 
lutions de l'équation symbolique linéaire 


EP OCR 
croîtra en même temps que le nombre des variables x, y,2,.... 
Pour éclaircir ce qu'on vient de dire, supposons que les substitutions 


P, Q, réduites à leur plus simple expression, soient deux substitutions cir- 
_culaires du second ordre, et que l'on ait 


Poe, rh, De 2 


Si les variables x, y, 2. .… se réduisent à trois, alors, P étant présenté sous 
la forme 


(æ, 7) G), 
Q pourra être présenté sous l’une des formes semblables 


Cx,,2) Cr)» (c, æ) Cr), 


Ex. d'An, et de Ph. math., T. III. (50€ livr.) 23 


(148) 


et, par suite, la valeur de R devra se réduire à l’une des substitutions 


Z2Y 22Y 
XYZ . ZYZ à 
ou , ce qui revient au même , à l'une des substitutions 


(7 2), (x, 2 7). 


Si, au contraire, l’on considère quatre variables x 3, u, alors, P étant 
q » Jr 8, U; ; 
présenté sous la forme 
(æ, 7) (x) (&), 


Q pourra être présenté sous l’une quelconque des formes semblables 


(æ, 3) (y) @), (2, æ) (p) @), (æ, 2) @) Cr), (+) (@&) (nr), 


et, par suite, R pourra être l’une quelconque des quatre substitutions 


TZY U ZTY U TZ uy ZT UY 
TYZU : xyzu) &Yzu - zyzu)” 
ou, ce qui revient au même, l’une quelconque des quatre substitutions 


(», 2), (m3, ’), (24) 34,7} 


2° Probleme. Étant données n variables x, y, z,..., et deux substitu- 
tions semblables P, Q, formées avec ces variables, trouver la substitution Q 
semblable à P, et déterminée par la formule 


Q = RPR—. 


Solution. Exprimez la substitution P à l’aide de ses facteurs circulaires, 
puis effectuez dans P les déplacements de variables indiqués par la substi- 
tution R, en opérant comme si P représentait un simple arrangement. 

Corollaire. Pour résoudre ce second problème, il n’est pas nécessaire 
de mettre toutes les variables en évidence, comme on doit le faire générale- 
ment quand il s'agit d'obtenir toutes les solutions du premier; et l’on peut 
se servir de substitutions réduites à leurs plus simples expressions. Si, pour 
fixer les idées, on prend 


P=(x;r); R=—(x,z,r), 


alors, en appliquant la règle ci-dessus établie, on trouvera, quel que soit 
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d’ailleurs le nombre des variables données, 
PR 122), PHB "= (7,27). 
Si l'on supposait, au contraire, 


P = (x, Jr) R=(& 2) (7 u), 


on trouverait 


RPR-1 = (z,u), PRP-' = (y,3)(x, u). 


$ V. — Sur les facteurs primitifs d’une substitution donnée. 
Nommons P l’une des substitutions que l'on peut former avec n variables 


DT Die 
et concevons que l'ordre i de cette substitution ait été décomposé en facteurs 
a, b, €, ... 


premiers entre eux; enfin, soit / un nombre entier quelconque. En vertu d'un 
théorème précédemment établi (page 145), on pourra toujours satisfaire à 
l’équivalence 


(1) i(+5+t+...)=s, (mod. à), 


par des valeurs entières de x, 8, y... D'ailleurs, à étant l'ordre de la substitu- 
tion P, une équivalence de la forme 

I=l'+l'+..., (mod.i), 
entraînera toujours l'équation 

pt — p'+"+. — pl Po 


Donc la formule (x) entraînera la suivante 


(2) P-t, P? — Y, LR —=N..,, 
23. 


( r66 } 
on aura encore 
i i 


sa 


Le : 
D DC eu 
on tirera définitivement de la formule (1), jointe aux équations (2), 
(3) P'— U“VSW’.... 


Dans le cas particulier où Z se réduit à l'unité, les exposants «, 6, y, sont 
uniquement assujettis à vérifier l'équivalence 


(4) (+ i+l+... =, (mod. i), 
et la formule (3) donne 
(5) P= DU vw... 


Il est bon d'observer que, l’ordre à de la substitution P étant la plus petite 
valeur entière et positive de Z propre à vérifier l'équation 


ss de 


l'ordre de la substitution 
: 
ÜU—=Pr" 


ou la plus petite valeur entière et positive de Æ propre à vérifier la formule 


ik 
D 10 

sera nécessairement 
À 


Pareillement , les ordres des substitutions 
i i 


V—P W—P°… 


se trouveront représentés par les facteurs b, c,... du nombre c. 
Concevons à présent que, p, q, r,… étant les facteurs premiers de à, on ait 


(6) = piqir 


On pourra prendre 


(7) DD 04, 0 
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et, par suite, les nombres 


DA" #, AE 


exprimeront les ordres respectifs des substitutions 
PR RS VUE 


D'ailleurs, d'après ce qui a été dit à la page 161, l'ordre d’une substitution 
quelconque P est divisible par l'ordre de chacun des facteurs circulaires 
de P. Donc l’ordre p/ de la substitution U devra être divisible par l’ordre de 
chacun des facteurs circulaires de U. Donc, puisque les diviseurs de pfne 
pourront être que des puissances du nombre premier p, la substitution U 
jouira de cette propriété remarquable, que les ordres de ses divers facteurs 
circulaires seront tous des puissances d'un même nombre premier p. Pareille- 
ment, les ordres des divers facteurs de la substitution V, ou W, etc., seront 
tous des puissances du nombre premier q, ou r,...… 

D'autre part, puisque U* représente le produit de x facteurs égaux à U, 
que V° représente le produit de 6 facteurs égaux à V,..., il résulte de la for- 
mule (5) que la substitution P peut être décomposée en facteurs dont chacun 
se confonde avec l'une des puissances de P désignées par les lettres U, V, W,.... 
Cela posé, les substitutions 


1, Le Vis 


joueront, par rapport à la substitution P de l'ordre à, un rôle analogue à 
celui que les facteurs 


or 
PU Tee 


dont chacun est une puissance d’un nombre premier, jouent eux-mêmes par 
rapport au nombre entier i. On peut remarquer aussi que les substitutions 
U, V, W,... représentent des puissances de P desquelles on peut déduire toutes 
les autres à l'aide des formules (3) et (5). Elles offrent donc encore, pour cette 
raison, une certaine analogie avec certaines racines des équations binômes, 
savoir, avec celles qui sont désignées sous le nom de primitives, et qui, éle- 
vées à des puissances diverses, reproduisent toutes les autres racines. Pour con- 
server le souvenir de ces diverses analogies, nous dirons que les substitutions 


DU 


déterminées par les formules (2), sont les facteurs primitifs de la substitu- 
tion P. 
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De plus, nous appellerons substitution primitive celle qui n'aura d’autres 
facteurs primitifs qu’elle-même, ou, en d’autres termes, celle dont l’ordre 
sera une puissance d’un nombre premier. 


Cela posé, la substitution 
(æ, J, 2, u) (v, w), 


formée avec six variables, sera une substitution primitive du quatrième 
ordre, représentée par le produit de deux facteurs circulaires dont les or- 
dres 2 et 4 se réduiront à la première et à la seconde puissance du nombre 
premier 2. 


Au contraire, la substitution circulaire 
ER ro ni D). 
dont l'ordre est exprimé par le nombre 
= 2.3. 


sera décomposable en facteurs primitifs, représentés chacun par l’une des 
substitutions régulières 


ÜU=P=(x,z,v) (rm uw), V=P'—{(x,u) (7, Ÿ) (2, w). 
Effectivement, en adoptant les valeurs précédentes de U et V, on trouvera 
EN = PR» 


et, par conséquent, =: 
— LP. 


Enfin, si l'on pose 
Lee, 2 2 ur 


P sera une substitution du sixième ordre, que l'on pourra décomposer 
en facteurs primitifs représentés chacun par l’une des deux substitutions 


circulaires 
U=P={zx,:,7), V = P' = (u,v), 
et que l'on déduira encore de ces facteurs à l’aide de la formule 


F0. 
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$ VI. — Sur les dérivées d’une ou de plusieurs substitutions, et sur les systèmes de substitutions 
conjuguées. 


Étant données une ou plusieurs substitutions qui renferment les n lettres 
x, Où du moins plusieurs d’entre elles, je nommerai substitutions 
dérivées toutes celles que l’on pourra déduire des substitutions données, mul- 
tipliées une ou plusieurs fois les unes par les autres, ou par elles-mêmes . 
dans un ordre quelconque; et les substitutions données, jointes aux substitu- 
tions dérivées, formeront ce que j'appellerai un système de substitutions 
conjuguées. L'ordre de ce système sera le nombre total des substitutions 
qu'il présente, ÿ compris la substitution qui offre deux termes égaux et se 
réduit à l'unité. 

Lorsque les substitutions données se réduisent à une seule P, les substitu- 
tions dérivées se confondent avec les puissances de P et forment un système 
de substitutions conjuguées qui est d’un ordre représenté par l’ordre de la 
substitution P. 

Le système de toutes les substitutions que l’on peut former avec n lettres 


X, J2,.…. est évidemment un système de substitutions conjuguées. Si l'on 
nomme 


À Doc 


pi ? 


les divers arrangements qui peuvent être formés avec les » variables x, y, 
les substitutions comprises dans le système dont il s’agit seront 


1) A B C 

( A 9 . 9 A , 9 

et le nombre ! de ces substitutions, ou l’ordre du système, sera déterminé 
par la formule 


N=1.2.3...n. d 


Soit maintenant 
(2) AE AN à 


un système quelconque de substitutions conjuguées. D’après la définition 
même d'un tel système, on devra toujours reproduire les mêmes substitutions, 
rangées seulement d’une autre manière, si on les multiplie séparément par 
l'une quelconque d’entre elles, ou bien encore si l'une quelconque d'entre 
elles est séparément multipliée par elle-même et par toutes les autres. Donc, 
si l'on nomme $ l’une quelconque des substitutions (2), les divers termes de 
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la série 

(5) S, SP, SQ, SR*:., 
ou bien encore de la série 

aps S, PSFOS 8 


se confondront avec les termes de la série (2) rangés dans un nouvel ordre. 

Ajoutons qu'il est facile d'établir les propositions suivantes : 

1% Théorème. L'ordre d’un système de substitutions conjuguées relatives 
à n variables est toujours un diviseur du nombre A des arrangements que l’on 
peut former avec ces variables. 

Démonstration. Supposons que le système donné soit celui que présente la 
série (2), et nommons l’ordre de ce système. Si la série (2) se confond avec 
la série (1), on aura précisément M=— N; dans le cas contraire, désignons 
par U, V, W,... des substitutions qui fassent partie de la série (1) sans appar- 
tenir à la série (2). Si l'on nomme m le nombre des termes de la série 


(5) A, WW, 


le tableau 
T, F œo R, LEE 
UP, U0, Dh: 


(6) NV, VF, VO, Ve 
LR 0 wo, WR, 
FL CHERE 


offrira m suites horizontales composées chacune de M termes . et tous les 
termes de chaque suite seront distincts les uns des autres. Si ; d’ailleurs , deux 
suites horizontales différentes, par exemple la deuxième et la troisième , 
offraient des termes égaux, en sorte qu'on eût 


Voir 
on en conclurait 
V — UPQ-, 
ou simplement 
V1 


S — PQT" étant un terme de la série (2). Donc alors, dans Le tableau (6), le 
premier terme V de la troisième suite horizontale serait déjà un des termes 
de la seconde. Donc tous les termes du tableau (6) seront distincts les uns 
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des autres, si le premier terme de chaque suite horizontale est pris en de- 
hors des suites précédentes. Or concevons qu’en remplissant toujours cette 
condition, on ajoute sans cesse au tableau (6) de nouvelles suites, en faisant 
croître ainsi le nombre m. On ne pourra être arrêté dans cette opération 
qu'à l'instant où le tableau (6) renfermera les N termes compris dans la 
suite (1); mais alors on aura évidemment 


Donc M sera un diviseur de N. 


Corollaire. X est bon d'observer qu'au tableau (6) on pourrait substituer 
un autre tableau de la forme 


nn Lo oh 

. PU OL, RU... 
(8) NV. QUOI. 

W, PW, QW, RW... 


elc. 


2° Théorème. L'ordre d’un système de substitutions conjuguées est divi- 
sible par l’ordre de chacune de ces substitutions. 

Démonstration. Supposons toujours que le système donné soit celui que 
présente la série (2). Si l'on nomme à l'ordre de la substitution P, la suite (5) 
devra renfermer en premier lieu les substitutions 


(9) PURES, pet, 


Soit d’ailleurs Q l’une des substitutions qui appartiennent à la série (2), sans 
faire partie de la suite (9). La suite (2) renfermera les substitutions 


(10) Q, PO, Do... F720% 
et aucune de celles-ci ne pourra se confondre avec l'une des substitutions 


car si l'on avait, par exemple, 


F0 Ge FE 
on en conclurait 
Qu Pi, 
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Soit encore R une substitution qui fasse partie de la suite (2), sans être 


renfermée, ni dans la suite (9), ni dans la suite (r0). La suite (2) renfermera 
nécessairement les substitutions 


R, PR, P'R,..., PR, 


et aucune de ces dernières ne sera comprise, ni dans la suite (9), ni 
même dans la suite (ro); car, si l'on avait, par exemple, 

P'R = P°0, 

on en conclurait 


RS ans 6 


En continuant ainsi, on partagera facilement la suite des substitutions 
conjuguées 
LP OR... 
en plusieurs suites, 
RS US OR PTE 
ec, r0;...,r"0; 
RS PR TR: PS 


etc. , 
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dont chacune renfermera a substitutions diverses. Donc, si l'on nomme # le 
nombre des substitutions conjuguées 


?; Le Q, R,..., 


ou, ce qui revient au même, l'ordre de leur système, M sera un multiple 
de a. 


Corollaire. 1] importe d'observer qu'en opérant toujours de la même 
manière, on pourrait intervertir l’ordre des facteurs, et substituer ainsi au 
tableau (1 r) un tableau de la forme 

RSR Re LT 
(12) Q, QP, QP*,..., QP#", 
BeRPO RP. M, 


ote. 


3° T'héoreme. Soient 
P, Q 


deux substitutions, la première de lordre &, la seconde de l'ordre b; et 
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supposons ces deux substitutions permutables entre elles, en sorte qu'on ait 


(13) UP FO. 

Si d’ailleurs, À, # étant deux entiers quelconques, l'équation 
(14) PAQ4 = : 

ne se vérifie jamais, excepté dans le cas où l'on a 

(15) Pie) Q= +, 


les deux substitutions P , Q et leurs dérivées composeront un système de sub- 
stitutions conjuguées dont l'ordre sera précisément le produit ab. 

Démonstration. En effet, soit S une dérivée quelconque des deux substi- 
tutions P, Q. Cette dérivée sera le produit de facteurs égaux, les uns à P, 
les autres à Q ; mais, en vertu de la formule (13), l'ordre dans lequel ces, 
facteurs seront écrits pourra être interverti arbitrairement. Donc on pourra 
faire en sorte que chacun des facteurs égaux à P précède chacun des facteurs 
égaux à Q, et réduire S à la forme 


(16) F0! 

Cela posé, comme les valeurs distinctes de P* répondront aux valeurs 
RS RE PT 

de l'exposant A, et les valeurs distinctes de Q aux valeurs 
Dim, tasine, Do 


de l’exposant #, il est clair que les valeurs distinctes de S seront toutes 
comprises dans le tableau 


AR Pie lan 
den ero ss, Dao 
(17) 07.20% #07 0imRCe 


b—1 b—1 2 b—1 — LE 
Q-1, PQ, PIQ-1,..., PeQi-t. 
Elles seront donc représentées par les divers termes de ce tableau, si ces 


termes sont tous inégaux entre eux. Or, c'est ce qui arrivera certainement 
dans l'hypothèse admise; car, si l’on suppose 


(18) PAQ4 = PO. 
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k, k désignant deux nombres dont chacun soit inférieur à l'ordre a de la 
substitution P, et £, 4 deux nombres dont chacun soit inférieur à l’ordre b 
de la substitution Q, l'équation (18) donnera 


; OK 
(19) A RES 
et puisque, dans l'hypothèse admise, la formule (14) entraîne toujours les 
formules (15), l'équation (19) entraînera les suivantes : 
p-* — Q*—+ — 

FER ? er ? 
desquelles on tirera 
f \ ps h | ROAERNES k 
(20) Rs 2 


Donc, si les conditions (20) ne sont pas remplies, l'équation (18) ne pourra 
subsister, et l'on peut affirmer que deux termes distincts du tableau (17) 
‘auront des valeurs distinctes. D'ailleurs les termes de ce tableau, qui ren- 
ferme a lignes verticales et à lignes horizontales, sont en nombre égal au 
produit ab. Donc, dans l'hypothèse admise, ce produit représentera pré- 
cisément le nombre des valeurs distinctes de P, ou, ce qui revient au même, 
l'ordre du système des substitutions dérivées de P et de Q. 

Observons au reste que, dans l'hypothèse admise, on aura identiquement 


be 8 à == OP’, 


et qu'en conséquence les substitutions (17) se confondront respectivement 
avec celles que renferme le tableau 


Fe P; Po a 
D OP, DR D. 
2  } 2 2 2 —1 
(21) SR Sn Pin ARR El , 
LE 8 La P, 8 bé AU Q°-'P#r1, 
Des raisonnements entièrement semblables à ceux dont nous venons de 
faire usage suffiraient encore pour établir les propositions suivantes : 
4° Théorème. Soient 
P, Q 2 R 2e _ 


diverses substitutions permutables entre elles, en sorte qu'on ait 


/ 


(29) QP=PQ, RPEPR..S "RO £ OR... .; 
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et nommons 
a l'ordre de la substitution P, 


b l'ordre de la substitution ©Q, 


c l’ordre de la substitution R, 

etc. 
Si, d’ailleurs, À, 4, l,.…. étant des entiers quelconques, l'équation 
(23) | Lad 6 jt Sd Pol 
ne se vérifie jamais, excepté dans le cas où l’on a 


(24) POLE A 


les substitutions P, Q,R,... et leurs dérivées composeront un système de 
substitutions conjuguées dont l’ordre sera précisément le produit abc... des 
ordres des substitutions données P,Q,R,.... 

Corollaire. 1 est clair que l'équation (23) entraînera toujours les équa- 
tions (24), si les substitutions 


P, Rs be 


réduites à leurs plus simples expressions , sont formées avec des variables di- 
verses, en sorte que jamais deux de ces substitutions ne renferment la même 
variable. En effet , concevons que les substitutions 


Pons 


soient formées, la première avec les seules variables &, 6, 7,...; la seconde 
avec les seules variables À, 11, v,...; la troisième avec les seules variables 
©, x Ÿ,.….. Ges divers systèmes de variables seront encore ceux qui servi- 
ront respectivement à former les substitutions 


P’, Of, R°..., 


h,k,l,... étant des nombres entiers quelconques. Cela posé, pour appliquer 
à un facteur quelconque une substitution de la forme 


S — P4Q*R..., 


il suffira de faire subir aux variables &, 8, 7... les déplacements indiqués 
par la substitution P/#, aux variables À, p., y, les déplacements indiqués 
par la substitution Qf, aux variables o, X» Ÿ,.… les déplacements indiqués 
par la substitution R',... Donc, pour que l'équation (23)subsiste, où, ce 
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qui revient au même, pour qu'aucune des variables données ne soit déplacée 
par la substitution $, ilsera nécessaire et il suffira que les variables &,6, y... 
ne se trouvent point déplacées par la substitution P#, ni les variables }, Ho 
par la substitution Q#, ni les variables ®, X: Ÿ,.… par la substitution R’,..., 
et que l’on ait en conséquence 


1), DE  . Ste 
EE, 


On peut donc énoncer encore la proposition suivante : 


5° T'hecorème. Soient 
(25) PO RH. 


diverses substitutions formées avec des variables diverses. Non-seulement 
ces substitutions seront permutables entre elles, mais, de plus, étant jointes 
à leurs dérivées, elles fourniront un système de substitutions conjuguées , 
qui sera d'un ordre représenté par le produit des ordres des substitutions 
UE EE: pe 

Corollaire. Si la série (25) renferme une seule substitution de l'ordre 4, 
une seule de l'ordre D, une seule de l’ordre c,...; l'ordre du système des sub- 
stitutions P, Q, R,... et de leurs dérivées sera le produit abc... Si, au con- 
traire, la série (25) renferme k substitutions de l’ordre a, k substitutions de 
l'ordre &, { substitutions de l'ordre c, …, ces diverses substitutions , jointes 
à leurs dérivées, composeront un système dont l'ordre sera représenté par 


le produit 
PS ch re 


$ VIT. — Sur les systèmes de substitutions primitives et conjuguées. 


Soient P une substitution régulière qui renferme n variablesxæ, y, z,..., 
a l'ordre de cette substitution, 
b le nombre de ses facteurs circulaires; 
les trois nombres a, b, n seront liés entre eux par la formule 


ñn — AD. 


Cela posé, concevons que l'on range sur a lignes horizontales distinctes, 
et sur à lignes verticales, les n variables comprises dans P, en placant à la 
suite l’une de l’autre, dans une même ligne horizontale , les variables qui se 
suivent immédiatement dans un même facteur circulaire de P. On obtiendra 
encore une substitution régulière Q de l'ordre », en prenant pour facteurs 
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de Q, a substitutions circulaires de l’ordre b, dans chacune desquelles se- 
raient placées, à la suite l’une de l’autre, les variables que renferme une même 
ligne verticale. De plus, il est clair que les deux substitutions 


P, Q, 


dont l’une aura pour effet unique d'échanger entre elles les lignes verticales, 
tandis que l’autre aura pour effet unique d'échanger entre elles les lignes 
horizontales , seront deux substitutions permutables entre elles, par con- 
séquent deux substitutions dont les dérivées seront toutes comprises dans 
chacun des tableaux 


bre, Po, Pen 
| Q, OP, QP*;;: .… QPT*, 
(1) | ŒrCŒRe Or, de. 


Ses Ten SU IN eue US no 1e core 


3, P, pi. | ont 
SR A en à 
(2) de Po 0 de Dre 


See Le railie, Port bre tour b Far. 20): 1e 


et formeront un système de substitutions conjuguées de l'ordre 7 — ab. 
Si, pour fixer les idées, on pose 


4 M 0 
alors, avec les quatre variables 


XL, Ÿ 


2; U, 


LA 


rangées sur deux lignes horizontales et sur deux lignes verticales, on pourra 
composer les deux substitutions régulières 


FE POUR CG 20 r.u), 


qui seront permutables entre elles; et ces deux substitutions formeront, avec 


leurs dérivées 
+: et : PQ & QP, 
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un système de substitutions conjuguées 
RE 2 
Q; PQ 
qui sera du quatrième ordre, Pareillement, si l’on pose 
ne 606 3%x a, 


alors, avec les six variables 
; XL, Ÿ, 2; 
Hu, 0, w, 


rangées sur deux lignes horizontales et sur trois lignes verticales, on pourra 
composer les deux substitutions régulières 


DE 2 z)(u,v,w), Q=(x, u) (7, #) (z,w), 


qui seront permutables entre elles; et ces deux substitutions formeront, avec 
leurs dérivées, un système de substitutions conjuguées qui sera du sixième 
ordre. Au reste, ce dernier système ne sera autre chose que le système des 
puissances de la substitution circulaire | 


(œ, w, y, u, 2, v), 


dont P et Q représentent les facteurs primitifs. 

Au lieu de ranger les n variables données sur 4 lignes horizontales et sur 
b lignes verticales, on pourrait représenter ces variables par une seule lettre s 
affectée de deux indices, et représenter même les deux systèmes d'indices 
par deux nouveaux systèmes de lettres 


MeV... À die. 
Ainsi, par exemple, on pourrait représenter les six variables 


2, 73 Z, 


par 


et alors les substitutions 


P=(x, 7, 2)(u,»v, w), :Q x (x, u)(y, v)(z, w) 
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s'offriraient sous les formes 
Fe, 6, Ÿ); O0 En 


qui rendraient sensible la propriété qu'ont ces deux substitutions d’être 
permutables entre elles. 
Concevons maintenant que le nombre entier 


n — abc... 


soit décomposable en plusieurs facteurs 4, b,c,…., égaux ou inégaux. Alors 
on pourra représenter 71 variables diverses 


FA ANSE TUE 


par une seule lettre s affectée de plusieurs indices, le nombre / de ces indices 
étant égal au nombre des facteurs a, b, c,..., et représenter même les di- 
vers systèmes d'indices par divers systèmes de lettres 


a, 6, Ye.) 
2, Vi, 
P, X» ŸY--., 
etc. 


Cela posé, les substitutions P, Q,... qui, étant exprimées à l'aide des lettres 
Œ,(B, Yo À bo Von, 9, X, D... se présenteront sous les formes 


(3) Bar do ln ne LS NAS DO 


seront évidemment des substitutions permutables entre elles, la première de 
l'ordre a, la seconde de l’ordre b, la troisième de l’ordre c,...; et elles 
composeront, avec leurs dérivées, un système de substitutions conjuguées 
dont l’ordre sera 

FH  ADC 5. 


Ajoutons que, si les substitutions (3) sont exprimées à l’aide des » lettres 
CE LC TES 
chacune d'elles sera une substitution régulière qui renfermera toutes ces 
lettres, P étant le produit de © facteurs circulaires de l’ordre a, Q étant 
0 . ñr . 0 9 
pareillement le produit de 3 facteurs circulaires de l'ordre b,.…. 
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Dans le cas particulier où les / facteurs &, b, c,... deviennent égaux entre 
eux, on a 


n — 4, 


et les substitutions 


PO BR: 


forment avec leurs dérivées un système de a° substitutions diverses qui sont 
toutes de l’ordre a, si a est un nombre premier , à l'exception de celle qui 
se réduit à l'unité. 
Au reste, les propositions diverses auxquelles nous venons de parvenir 
peuvent encore être généralisées, ainsi que nous allons l'expliquer. 
Considérons toujours un système de n variables 


Æ, Ty Meter. 
Soient d’ailleurs 4 un nombre entier égal où inférieur à 7, et a un multiple 
de a contenu dans n. Enfin, concevons qu'avec ah variables, prises au ha- 
sard, on forme groupes divers composés chacun de a lettres, et nommons 


(4) . ii P, 


hk substitutions circulaires de l'ordre a, dont chacune soit formée avec les 
variables comprises dans un seul groupe. Ces substitutions étant permutables 
entre elles , le système de ces mêmes substitutions, et de leurs dérivées, sera 
de l'ordre 


"Al 


Ajoutons que, si a est un nombre premier, le système dont il s'agit renfer- 
mera seulement des substitutions régulières de l'ordre &, dont quelques-unes, 
savoir, les substitutions (4) et leurs puissances, se réduiront à des substitutions 
circulaires de l'ordre a. 

Soient maintenant b un nombre égal ou inférieur à , et £b un multiple de 
contenu dans 4. Avec plusieurs des précédents groupes que J'appellerai grou- 
pes de première espèce, on pourra composer des groupes de seconde es- 
pèce, dont chacun embrasse b groupes de première espèce, et dont le nombre 
soit égal à 4. Cela posé, nommons 


(5) Q,, Q:..., Q; 


des substitutions dont chacune consiste à permuter circulairement entre eux 
les b groupes de première espèce compris dans un seul groupe de seconde 
espèce. Chacune des substitations (5), exprimée à l'aide des variables primi- 
tives, sera une substitution régulière équivalente au produit de a facteurs 
circulaires dont chacun sera de l’ordre b; et ces substitutions seront permu- 
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tables, non-seulement entre elles, mais encore avec les substitutions (4). 
Par suite, Le système des substitutions (4) et (5), et de leurs dérivées, sera 
de l’ordre 
a*b". 

En continuant ainsi, on établira généralement la proposition suivante : 

1 Théorème. Considérons un système de n variables x, y, z,.... Soient 
d’ailleurs 4 un nombre entier, égal ou inférieur à n, et i — ka un multiple 
de 4 contenu dans ». Soient encore b un nombre entier, égal ou inférieur à k, 
et Æb un multiple de b contenu dans À. Soient pareillement c un nombre en- 
tier, égal ou inférieur à k, et /e un multiple de c contenu dans Æ;.... On 
pourra toujours former, avec £ variables arbitrairement choisies, un sys- 
tème de substitutions conjuguées dont l’ordre sera représenté par le produit 


HD ON. - 
Corollaire. En supposant les nombres a, b, ©, tous égaux à un même 


nombre premier, p, on déduitimmédiatement du théorème 1° la proposition 
suivante : 

2* Théorème. Considérons un système de » variables. Soit d’ailleurs p un 
nombre premier égal ou inférieur à 7. Soient encore à — hp un multiple de p 
contenu dans 7, kp un multiple de p contenu dans k, {p un multiple de p con- 
tenu dans #, etc. Avec à variables arbitrairement choisies, on pourra tou- 
jours former un système de substitutions conjuguées et primitives, dont 
l'ordre sera représenté par le produit 

p'p'p': .— cr 

Corollaire. Rien n'empêche d'admettre que dans le théorème précédent 
on désigne par Ap le plus grand multiple de p contenu dans #, par #p le plus 
grand multiple de p contenu dans k, par /p le plus grand multiple de p con- 
tenu dans k,.…. Alors 

paires 


se réduit (*) à la plus haute puissance de p qui divise exactement le 


(*) Soit p/ la plus haute puissance de p qui divise exactement le produit 
Nsr2,3. an. 
Pour que p'tit: se réduise à p/, il sera nécessaire et il suffira que l’on ait 
R+k+ITE. = f. 


Or, effectivement , on sait que l’exposant f de la plus haute puissance de p, qui divise W, est 
25. 
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2, 4, 


et, par suite, on obtient , à la place du 2° théorème, la proposition suivante : 

3° Théorème. Considérons un système de n variables x, y, z,.... Soient 
d’ailleurs p un nombre premier, égal ou inférieur à », i le plus grand multiple 
de p contenu dans 7, et p” la plus haute puissance de p qui divise exactement 
le produit 


produit 


N= 1:.2.3:;.n. 


Avec plusieurs des variables æ, y, z,... choisies arbitrairement en nombre 
égal à à, on pourra toujours former un système de substitutions primitives 
conjuguées , qui sera de l'ordre p”. 

Pour montrer une application des principes que nous venons d'établir, 


la somme des entiers contenus dans les fractions 


FH 
ca | EME à ape dir) 
DE ET 
et il est clair que, dans l'hypothèse admise, ces entiers seront précisément les nombres repré- 


sentés par 
0 ho 


Au reste, on peut arriver très-simplement à l’équation 


RH — 
P = pf 
de la manière suivante: 

Soient, comme ci-dessus, 


hp le plus grand multiple de p contenu dans x, 

Æp le plus grand multiple de p contenu dans 4, 

lp le plus grand multiple de p contenu dans #, 
PRE 


Évidemment p/, ou la plus haute puissance de p qui divise le produit 
Pa Rma EP PE CO © 
sera en même temps la plus haute puissance de p qui divisera le produit 


P2P 4:30. AB ETES Ne 


Donc, par suite, 


'à 
. er. 


sera la plus haute puissance de p qui divisera le produit 
1.2.96483 


mais #p étant le plus grand multiple de p contenu dans 4, p/—# sera encore la plus haute 
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considérons en particulier cinq variables 


XL, J Z, U,.Ÿ, 


et supposons d’ailleurs p — 2. On aura, dans ce:cas, 


n =, TN Pad 55 AS 2H a6), 


L 


4 —ap$,, hæ)2; 


et, par suite, 


-L 


f=REEsS, PE 4.3 — 6. 


Donc, si lon prend au hasard quatre des cinq variables données, on 
pourra toujours, avec ces quatre variables, par exemple avec x, ÿ,Zz,u, 
former un système de substitutions régulières conjuguées , qui sera d'un 
ordre représenté par le nombre 8. Effectivement, partageons les quatre 


variables 
AV, 2, 4 
en deux groupes 


Donc, par suite, 


sera la plus haute puissance de p qui divisera le produit 


122 5 0K. 


En continuant ainsi, on reconnaîtra que les plus hautes puissances de p qui diviseront les 


produits 


PR A 12 0.0. 


sont respectivement les divers termes de la suite 


DE De PTE 


Ph Po Pr no Pi or 


Or, cette même suite aura nécessairement pour dernier terme 


P=1; 
et comme ce dernier terme sera aussi de la forme 
2 AN VF ES 
Pi : ; 


on aura définitivement 
pi kiss — 


ou, ce qui revient au même, 
pi= prit, 
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composés chacun de deux variables, et nommons 
P, = œ,#; P, = (2, u) 
deux substitutions circulaires du second ordre, dont chacune soit formée 
avec les variables comprises dans un seul groupe. Soit, de plus, 


Q = (æ;, z) (T5 4) 
la substitution qui consiste à échanger les deux groupes 
T', Jr 
&, à, 
l’un contre l’autre. Les trois subétitutions 
Pret @ 
seront permutables entre elles, et, en les joignant à leurs dérivées, on ob- 


tiendra un système de huit substitutions régulières et conjuguées, qui seront 


respectivement 
1, LE Le, ER: 


0, EL PPO 
ou, ce qui revient au même, 
1, (æ, ÿ), (z, w), (&, 7) (z; 4), 
(Æ, 2) (y, à), (æ,2,7,u), (x, U,J;2), (æ,u)(7, 2). 
Goncevons maintenant que les variables données 
2 F2, LU 
soient au nombre de six, et que l'on prenne p — 3. Alors on aura 
n=0,, N=—- 1.2.3.4.5.6 — 720, 
rt = 6 — 2P, R =, 
et, par suite, 
HR PAR os 
Cela posé, on conclura du 3° théorème qu'avec les six variables x, y, z,u,v, w 
on peut former un système de neuf substitutions régulières et conjuguées. 
Effectivement, partageons ces six variables en deux groupes 
TX, Ys Z; 
Hs, D, ww: 


‘ 


composés chacun de trois variables, et nommons 


P, = (x, r, z), P, = (u, v, w) 
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deux substitutions circulaires du troisième ordre, dont chacune soit formée 
avec les variables comprises dans un seul groupe. Ces deux substitutions se- 
ront permutables entre elles, et, en les joignant à leurs dérivées , on obtiendra 
un système de neuf substitutions régulières et conjuguées qui seront respec- 
tivement 


Y, ee ie 
P,, P,P,, PP, 


2 2 
Pé :PeRès: Pal, 
ou, ce qui revient au même, 
1; (x, 7, 2), (x, 2,7) 


vw), (æ, au, v,m), (x, 2,7)(u,v, w). 
(a, ,:0),4 (x, nn, ,@, mo0.: (m)25r7) (4, w, »). 
zoncevons enfin que, les variables données 
2 Li mn 


étant toujours au nombre de six, on prenne p — 2. Alors on aura non-seu- 
lement 
nÆG.LNz4.n.38.4.5.6, 
mais encore 
RS ES 0 à 
et par suite 


RÉ RRR = pla rE 


Cela posé, on conclura du 3‘ théorème, qu'avec les six variables æ, y, z, u, v, w 
on peut former seize substitutions primitives et conjuguées. Effectivement, 
partageons ces six variables en trois groupes 


L, Ÿ; \ 


et nommons 


P,—=(x,7), P:=(z u), P; — (v, w) 


trois substitutions circulaires du second ordre dont chacune soit formée avec 
les variables comprises dans un seul groupe. Soit, de plus, 


Q=(x,2) (ru) 
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la substitution qui consiste à échanger les deux premiers groupes 
TL; Ÿ; 
Z, U, 
l'un contre l’autre. Les quatre substitutions 
RTS PE 0 
seront permutables entre elles; et, en les joignant à leurs dérivées, on ob- 


tiendra un système de seize sibiitn tête primitives et conne qui seront 
r espectiv ement 


7, P;, P., P;, 
DE US Le 1. Le 
Q;, PQ; PQ: RQ; 
P,PSP;Q; P.P,;Q::.P,P,0Q, P,P,Q; 


ou, ce qui revient au même, 


l; (x rh (z, w), (v, w), 
(x, y) (2 w) (v, w), (3, &) (v, w), (», w) (æ, Fr), (æ, 7) (2, u), 
(x, z) ( u), (æ, 9 Ju), (x, Us PJ; z); (x, 2) (y, &) (», w), 


(œ,u)(r,2)(s,w), (&,u,7,2 (vw), : («4 y, u)(v,w), (x, u)(r,2). 


Il est bon d'observer que ce dernier système de substitutions conjuguées ren- 
terme, avec l'unité, trois substitutions circulaires du second ordre, savoir, 


(X, 7) (æu),  (v,w), 
huit substitutions régulières du second ordre, savoir, 
(Z u) (», w), (», LL) (æ, > (æ, 2 (z u), (x, z) (F; u), (x, 4) FA Z). 
et 
(x, r)(& 0) (vw), (x, 2 (7, d(v,w), (x, uw) (r, 2) (+, w), 
deux substitutions régulières du quatrième ordre, savoir, 
(x, Z, PJ, U), (x, Uy V3) 


dont l'une est Le cube de l'autre ; enfin deux substitutions primitives du qua- 
trièeme ordre, savoir, 


(&,z, 74) (v,w),  (æ,u, 7,2) (v, w), 


dont l'une est encore le cube de l’autre. 
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$ VIII. — Sur les diverses puissances d’une méme substitution. 


Soient P: une substitution quelconque, et À l'ordre de cette substitution. 
Les diverses puissances de P, ou, ce qui revient au même, les dérivées di- 
verses de P, se réduiront aux divers termes de la suite 

2 É—A 
(1) 1; l'12 4 "CRT , 
dont le premier peut encore être représenté par P°; et si, en nommant 7 un 
des nombres 


(2) Gite, ds 


\ 


on désigne par L un entier qui, divisé par ë, donne r pour reste, la formule 


I=r, (mod.i) 
entraînera la suivante 
P'= Pr. 
Soient maintenant 
O, ©, ®,... 


les divers facteurs circulaires de P formés avec des variables qui sont toutes 
distinctes les unes des autres. L'équation 


(3) P—=000..;. 
entraînera la suivante 
(4) P! — vx... 


quel que soit l’exposant /; et, comme les divers facteurs 0’, %, &’',... de la 
substitution P? sont formés avec des variables diverses, le seul cas où la sub- 
stitution P’ ne déplacera aucune variable sera évidemment celui où chacun 
des facteurs ©/, ®!, ®’,... remplira cette même condition. En d’autres termes, 
pour que l'on ait 


(5) Pis, 
il sera nécessaire et il suffira que l’on ait séparément 
(6) Dai Van “Merise 


D'ailleurs, les diverses valeurs entières et positives de Z propres à vérifier la 

formule (3) seront l'ordre à de la substitution P et les multiples de cet ordre. 

Pareillement, les diverses valeurs de / propres à vérifier l’une quelconque des 

formules (4) seront l’ordre du facteur circulaire qui entre dans cette formule 

et les multiples de cet ordre. Cela posé, il est clair que la plus petite des va- 
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leurs positives de Z propres à vérifier la formule (3) ou l’ordre à de la substi- 
tution P, devra être le plus petit nombre divisible à la fois par les ordres des 
divers facteurs circulaires ©, ,Ÿ, #,.... Ainsi se trouve rigoureusement éta- 
blie la proposition que nous avons déjà indiquée page 161, et que l’on peut 
énoncer comme il suit : 


© Théorème. T'ordre d'une substitution quelconque P, représentée par 
le produit de plusieurs facteurs circulaires 


D, Ÿ, P.... 


est le plus petit nombre qui soit divisible par l'ordre de chacun de ces 
facteurs. . 


Soit maintenant À un nombre entier quelconque, et posons 
(7) 1. 


La substitution S sera l’une quelconque des dérivées de P. D'ailleurs, l’équa- 
Uon (7) entraînera la suivante 


(8) CES ur 
et, par suite, la formule 

(9) = : 
donnera 

(10) D. 


Donc l’ordre de la substitution $, ou la plus petite des valeurs de l propres 
à vérifier la formule (9), sera en même temps la plus petite des valeurs de Z 
propres à vérifier la formule (10) et, par conséquent , l'équivalence 


(11) hl=o, (mod.i), 


u, ce qui revient au même, la plus petite des valeurs de Z qui rendront le 
produit Al divisible par £. Or, si l'on nomme 8 le plus grand commun divi- 
seur de h et de i, les seules valeurs de / qui rendront le produit AZ divisible 


: U ; » 
par à seront le rapport > et les multiples de ce rapport. Donc l’ordre de la 


A . * 27 où? u , 
substitution S — P# sera précisément le rapport >, et lon pourra énoncer 


encore la proposition suivante : 
2° Theorème. Soit P une substitution de l'ordre :. Midi: de plus, # un 
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nombre entier quelconque, et 4 le plus grand commun diviseur des entiers 


._ T° és , u 
heti. L'ordre de la substitution P# sera représenté par le rapport :: 


Corollaire. Pour que , se réduise à à, il est nécessaire et il suffit que l'on 


ait 9 — 1, c’est-à-dire que le plus grand commun diviseur de h et de ise 
réduise à l'unité: en d’autres termes, il est nécessaire et il suffit que À soit 
premier à & D'ailleurs, lorsque cette condition se trouve remplie, h est né- 
cessairement premier à chacun des facteurs de , par conséquent à l'ordre de 
chacun des facteurs circulaires | 


0, Ÿ, P,... 


de la substitution P. Donc alors les ordres de ces divers facteurs sont respec- 
tivement égaux à ceux des substitutions 
D’, LA Re 17 
et la formule 
(12) PA — D... 


qui se déduit immédiatement de l'équation (3), fournit pour valeur de P’ 
une substitution semblable à la substitution P. On peut donc énoncer encore 
la proposition suivante : 

3e Théorème. P étant une substitution de l’ordre à, les substitutions qui 
seront de cet ordre, parmi les diverses puissances de P, se confondront avec 
les puissances dont les degrés seront premiers à à. De plus, ces substitutions 
seront toutes semblables à P; en conséquence, la suite 


DR ET 
offrira autant de termes semblables à P qu'il y a de nombres entiers inférieurs 
à iet premiers à i. 
Corollaire. Soit 9 un diviseur quelconque de à, et posons 
(13) P— 0} 
DE :  : 
En vertu du 2° théorème, une puissance P* de P sera de l'ordre ÿ =: lors- 


() 
que h sera de la forme 


k étant premier à j. Or, dans cette hypothèse, en faisant, pour abréger, 


(15) | P°—0, 
26. 
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on trouvera 
(16) P#4 — 9; 


et comme, en vertu de la formule (15), @ sera une substitution de l'ordre j, 
on conclura de la formule (16), jointe au 3° théorème, que P* est une sub- 
stitution semblable à P° — 0. Enfin il est clair que le nombre A déterminé 
par la formule (14) sera inférieur à à et premier à à, si le nombre 4 est infé- 
rieur à j et premier à j. Cela posé, on pourra évidemment énoncer la pro- 
position suivante : 


4° Théorème. P étant une substitution de l’ordre i, 4 un diviseur quel- 
conque de i, et j la valeur entière du rapport 7 les substitutions qui seront 


de l’ordre j, parmi les diverses puissances de P, se confondront avec les puis- 
sances dont les degrés, divisés par 4, donneront pour quotients des nombres 
entiers premiers à 7. De plus, ces substitutions seront toutes semblables 


à P°; en conséquence, la suite 
AE LOS RP UR 
offrira autant de termes semblables à P° qu'il y a de nombres entiers infé- 
rieurs à 7 et premiers à j. 
Pour montrer une application des théorèmes qui précèdent , considérons 
en particulier la substitution circulaire de même ordre 


FE PF 2 4 0,4), 
Dans ce cas le nombre 
0 
aura pour diviseurs, outre l'unité, les nombres 
2, +, 0, 
et les puissances distinctes de P seront 
ARS LS PS PE UE 

D'ailleurs, parmi les nombres 

0, 1, 2, 3, 4 9, 
qui représenteront les degrés de ces puissances, deux seulement, savoir 
et 5, seront premiers à 6; deux autres, savoir 2 et 4, seront les produits du 
diviseur 2 par des facteurs 1 et 2 premiers à 3=—$; enfin le seul nombre 5 


pourra être considéré comme le produit du diviseur 3 par un facteur 1 pre- 
mier à 2 = $. Donc, en vertu des 3° et 4° théorèmes, parmi les cinq puis- 
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sances de P' distinctes de l'unité, on trouvera deux substitutions circulaires 
du sixième ordre, savoir, 
EN. CS 
deux substitutions circulaires du troisième ordre, savoir, 
P4..et" fl, 
et une seule substitution circulaire du second ordre, savoir, 
P”: 
On aura effectivement 
PF —={(#, ÿ,; Z;, U, ÿ, w), PP" (œ, w, ÿ, u, 8, Ÿ) 
Pr (x, 2 v) (7, u, w), P'= (x, 9,2) (Y, w, 4), 
PS — (x, u) (7,9) (2 w). 

Lorsque l’ordre de la substitution P est représenté par un nombre premier, 
alors, en vertu du 3° théorème, les puissances de P distinctes de l'unité sont 
toutes semblables à P. Ainsi, par exemple, si l'on prend pour P la substitu- 
tion régulière du deuxième ordre 

P=— (x, 7, 2) (u, v, w), 
les puissances de P distinctes de l'unité, savoir, 
P, P?, 


sont toutes deux des substitutions régulières du troisième ordre. On trouvera, 
en effet, 
P?=(x, 2,7) (u, w, v). 
Pareillement, si l'on prend pour P la substitution circulaire du cinquième 
ordre 
Pr; y: 4.) 
les quatre puissances de P distinctes de l’unité, savoir, 
| ES LA RS 5 
seront toutes des substitutions circulaires du cinquième ordre. On aura, en 
effet, 
P = (x, Jr 75 U v), P? — (æ, Z, V, PJ u), 
Pix, u,F:V, 2h P— MU Pr 
Lorsque la substitution P est, comme dans le premier et le dernier des 


exemples précédents, une substitution circulaire , alors, en vertu des prin- 
cipes établis dans le $ (page 158), toute puissance P’ de P est le produit de 
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plusieurs facteurs circulaires de même ordre, et, par conséquent, une sub- 


bee P pe , i i 
stitution régulière, dont l'ordre se confond avec ;, 6 étant le plus grand com- 
mun diviseur de À et de i. Ajoutons que la substitution P* renfermera toutes 
les variables comprises dans la substitution circulaire P, 

Si la lettre P représente, non plus une substitution cireulaire, mais une 


substitution régulière équivalente au produit de plusieurs facteurs circulaires 
À Le ®, Ro 


dont chacun est de l'ordre ;; alors, 0 étant toujours le plus grand commun 
diviseur de 1 et de }, les divers facteurs 


O1 M, x, 


de la substitution P* déterminée par la formule (12) renferment toutes les 
variables comprises dans P, et se réduisent tous à des substitutions régulières. 


de l’ordre " Il en résulte qu'on peut en dire autant de la substitution P“ elle- 


même. On peut donc énoncer encore la proposition suivante: 


5° Théorème. Soient P une substitution régulière de l’ordre à, et k un 
nombre entier quelconque. Soient encore 9 le plus grand commun diviseur 


des nombres h, i, et j la valeur entière du rapport j- Alors P sera une sub- 


stitution régulière de l’ordre j, dans laquelle se trouveront comprises toutes 
les variables que renfermait la substitution P. 


Corollaire. Lorsque l'ordre i de la substitution régulière P est une puis- 
sance p/ d'un nombre premier p, les deux diviseurs de à, représentés par 
et j, se réduisent eux-mêmes à des puissances de p d'un degré inférieur ou 
tout au plus égal à f, et le 5° théorème fournit la proposition suivante : 

6° Théorème. Nommons P une substitution régulière dont l'ordre soit une 
certaine puissance p”/ d’un nombre premier p. Soient, de plus, # un nombre 
entier quelconque, et p® la plus haute puissance de p qui divise k. La substi- 


| ci ca f 
tution P# sera une substitution régulière de l’ordre F — pf£, dans laquelle 


se trouveront comprises toutes les variables que renfermait la substitu- 
tion P. 

Supposons maintenant que P représente une substitution sinon régulière , 
du moins primitive, c'est-à-dire une substitution régulièrewou irrégulière dont 
l'ordre soit une puissance p/ d’un nombre premier p. Alors P sera nécessaire- 


( br ) 
ment le produit de plusieurs substitutions régulières 


D, VW . :; 


P', P£s-. 
se trouveront représentés par diverses puissances de p correspondantes a des 


exposants 
D CORRE 


qui pourront être censés former une suite décroissante, f étant le plus con- 
sidérable d’entre eux. D'ailleurs, si l'on désigne par À un nombre entier quel- 
conque , l'équation 


(17) OA à ER 


dont les ordres 


entraînera la suivante 
(18) P#— U:V!W!..., 


et de l'équation (18), jointe au 6° théorème, il résulte évidemment que P” 
sera, comme P, une substitution primitive. Enfin il suffira de poser, dans 
l'équation (18), 

ki. p£; 
ou plus généralement 

nn — kp£ . 
k étant premier à p, pour réduire à l'unité la substitution V”, et à plus forte 
raison les substitutions W”,.... Mais alors, en vertu des formules 


V= rt, OW°= 7, etc, 
jointes à l'équation (18), on aura 


(19) P# — Ur. 


Donc la puissance P# de la substitution P sera équivalente à la puissance U* 
de la substitution régulière U, et Fon conclura du 7° théorème, que, dans 
l'hypothèse admise, l'ordre de la substitution P* se réduit encore à pf* 
D'autre part, comme la substitution P*— U* comprendra toutes les variables 
renfermées dans U, elle sera certainement distincte de l'unité. On peut donc 
énoncer la proposition suivante : 

7° Théorème. Nommons P une substitution primitive dont l'ordre soit la 
puissance p/ d’uu nombre premier p. Si l'on désigne par # un nombre entier 
quelconque , P sera encore une substitution primitive qui aura pour ordre 
une certaine puissance de p. Concevons maintenant que l’on décompose P en 
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facteurs représentés par des substitutions régulières 
re 
dont les ordres 
PP 

forment une suite décroissante. Si l’on prend pour k, ou le second terme pS 
de cette suite, ou le produit de ce second terme par un nombre k premier à p, 
alors P# sera une substitution distincte de l'unité, non-seulement primitive, 
mais régulière et de l’ordre p/$, dans laquelle se trouveront comprises toutes 
les variables que renfermait le premier facteur régulier U de la substitution P. 


Pour montrer une application du 7° théorème, considérons la substitution 
primitive du quatrième ordre 


Pr 2 4 (vw) 
On aura, dans ce cas, 
U=(x, 7. su), V=i{v, w), 
bee. P=2; F3: g = 1, PP #, pf = 2. 


Cela posé, on obtiendra évidemment un nombre k équivalent au produit de 
p£= 2 par un facteur premier à p, si l'on prend 


= 
Donc, en vertu du 8° théorème, 
P? 
sera une substitution réguliere de l'ordre 
PTE —= 2, 
On trouvera effectivement 
Fu 3(9,a) 


Supposons à présent que la substitution P de l'ordre à ne soit ni régulière, 
ni même primitive. Alors, en nommant p l’un quelconque des facteurs pre- 
miers de i, et en posant 


pl, 


on conclura du 2° théorème, que P' est une substitution de l’ordre p. Donc, 
puisqu'uné substitution dont l'ordre se réduit au nombre premier p est né- 
cessairement régulière, on pourra énoncer la proposition suivante : 
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8° Théorème. Soient P une substitution quelconque régulière ou irrégu- 
lière, à l'ordre de cette substitution, et p l'un quelconque des facteurs pre- 
miers de i. On pourra toujours choisir le nombre entier / de manière à faire 
coïncider la puissance P° de P avec une substitution de l'ordre p. 

Dans ce qui précède, nous avons généralement supposé que les exposants 
des puissances d’une substitution donnée P étaient positifs. Cette supposition 
embrasse tous les cas possibles, puisqu'on peut ajouter à un exposant quel- 
conque un multiple quelconque de l’ordre à de la substitution donnée, et 
transformer ainsi un exposant négatif en un exposant positif. D'ailleurs, / 
étant un nombre entier quelconque, il est facile d'établir, à l'égard des dE 


stitutions de la forme 
Pré P 
les deux théorèmes que nous allons énoncer. 
9° Théorème. Quelle que soit la substitution P, la substitution inverse P-* 
sera toujours semblable à P. 
Démonstration. En effet, nommons t l'ordre de la substitution P. On aura 


| D — PS 


et, comme le nombre i — 1 sera premier à ë, on conclura du 4° théorème, 
que PF" est semblable à P. 


Corollaire. Soit maintenant / un nombre entier quelconque. L'inverse de 
P', c'est-à-dire la substitution qui, étant multipliée par P’, donnera pour pro- 
duit l'unité, sera évidemment P?, Car, si l’on nomme /’ un exposant positif 
assujetti à vérifier la condition 


l'=— 1, (mod.i), 
on aura non-seulement 
p' = p+ 
mais encore 
P'pi— pr — po — ; 
et, par suite, 
PP — 1. 


Donc, en vertu du 9° théorème, on pourra énencer encore la proposition 
suivante: 

10° Théorème. P étant une substitution quelconque, et / un nombre en- 
tier quelconque, la puissance négative P{ de P sera toujours semblable à la 
puissance positive P°. 
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$ IX. — Des substitutions permutables entre elles. 
Soient 


P, Q 


deux substitutions formées avec les n variables 


As D ce 


Ces deux substitutions P, Q seront permutables entre elles si elles vérifient 
l'équation linéaire et symbolique 


(a) QP = PO 


Donc, la substitution P étant donnée, ilsuffira, pour obtenirune substitution Q 
permutable avec P, de résoudre l'équation (r}. Si, d’ailleurs, on nomme 
le nombre des formes diverses et semblables entre elles que l'on peut faire 
prendre à la substitution P en l’exprimant à l’aide de ses facteurs circulaires, 
et, mettant toutes les variables en évidence ; w sera précisément le nombre 
des solutions diverses de l'équation (1), ou, ce qui revient au même, le 
nombre des valeurs diverses de la substitution Q. Ajoutons qu'en vertu des 
principes établis dans le $ IV, on devra, pour obtenir Q, écrire au-dessus de 
la substitution P la même substitution sous une seconde forme semblable à la 
première, puis réduire les deux formes de la substitution P à de simples ar- 
rangements en supprimant les parenthèses et les virgules placées entre les 
variables, et prendre ces arrangements pour les deux termes de la substitu- 
tion cherchée Q. 

D'autre part, ainsi que nous l'avons déjà expliqué page 171, tout ce que 
l'on pourra faire pour modifier la forme de la substitution P, ce sera, ou de 
faire passer successivement à la première place, dans chaque facteur circu- 
laire, une quelconque des lettres comprises dans ce facteur, ou d'échanger 
entre eux des facteurs circulaires de même ordre. Cela posé, comme le pro- 
duit de plusieurs facteurs circulaires de même ordre est ce que nous appe- 
lons une substitution régulière, il arrivera nécessairement de deux choses 
l'une. Ou P sera une substitution régulière équivalente au produit de plu- 
sieurs facteurs circulaires de même ordre qui tous seront échangés circulai- 
rement entre eux quand on passera de la première forme de P à la seconde; 
ou, du moins, P sera le produit de plasieurs substitutions régulières, dont 
chacune remplira la condition que nous venons d'indiquer. 

Arrétons-nous d’abord à la première hypothèse, et, en admettant que P se 


(car) ) 
réduise au-produit de # facteurs circulaires dont chacun: soit de l'ordre 4, 


nommons 
R, ô, 6, +. 


ces mêmes facteurs que nous supposerons échangés circulairement entre eux 
dans l’ordre indiqué par la substitution 


(8 Bis). 


Puisqu'il suffira d'opérer cet échange pour passer de la première forme de P 
à la seconde, il est clair que, dans ce passage, chacune des variables qui ap- 
partiennent au facteur & se trouvera remplacée par une variable correspon- 
dante qui appartiendra au facteur $, puis celle-ci par une troisième variable 
appartenant au facteur &, et ainsi de suite. Cela posé, soit & la variable qui 
occupait la première place dans le facteur &; désignons par 6, y... les va- 
riables correspondantes tirées des facteurs 8,&,...; enfin soit 


(As D A Use eg Vite nl 


le facteur circulaire qui renferme la variable & dans la substitution Q. La 
suite des variables 


(2) M Cote. A le uen De Li Dico: 


pourra être évidemment décomposée en plusieurs autres suites 


CERCEEE Mo 
3) bi Re 
Mc D... 

etc., 


formées chacune avec des variables qui se succéderont dans l'ordre indiqué 
par la substitution 
(AR... 89 65. 19%, 


en sorte que, dans chacune des lignes horizontales du tableau (3), le premier 
terme représente une variable tirée du facteur a, le second une variable 
tirée du facteur 8, le troisième une variable tirée du facteur &, etc. Or 
puisque , dans le tableau (3) construit comme on vient de le dire, le rte 
des colonnes verticales sera précisément le nombre k des facteurs circulaires 


R,S, © 


2%. 


27. 


(1âca) . 
il est clair que, si Fon nomme ble nombre total des termes renfermés dans 
ce même tableau, et 4 le nombre des suites horizontales qui le composent, 
on aura 


(4) b = 8h. 
Ajoutons que le nombre b des termes compris dans le tableau (3) sera pré- 
cisément l'ordre de la substitution circulaire 

(æ, 6, Je.) À, Ps Vyce.s  @, Y> d,. . es 


Soient maintenant 
(5) LD Te. AV Vois Pie 
les variables qui , dans les facteurs circulaires 
R, 8, _.. LS 


ou plutôt dans les cercles indicateurs correspondants, suivent immédiate- 
ment les variables 


he die bo Luis 
Soient pareillement 
(6) Los Marion A He Nu D y V7... 
les variables qui, dans les mêmes cercles indicateurs, suivent immédiate- 
ment les variables 
TRS TR ES ET RE OR D D 


etc.... Chacune des suites (5), (6),... renfermera, comme la suite (4), 
b termes différents, et ces termes seront encore propres à représenter les 
variables qui succéderont les unes aux autres, en vertu d'un facteur circu- 
laire de la substitution Q. Cela posé, si l’on nomme 


©, Ÿ, w®, ….. 
les divers facteurs circulaires de tous ces facteurs seront de même ordre 
? ? 
et l'on pourra supposer 
Q mo{e6t OP. SU SPORE ao tip, SRI D, X1 Y-..), 
fe) PP (07,68 Yen AN 7, V7 09 Ur Yoe.), 
/ © ee (æ”, 6" Ya 4 2, ue”, V5. de fe o”, : Af D. ; ne 
etc. 
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D'autre part, les variables qui succéderont les unes aux autres, en vertu 
du facteur circulaire 8 de la substitution P, seront évidemment 


/ L/4 
(8) Med, QU nb Leds bic Ma a1D re ta 


Pareillement, les variables, qui succéderont les unes aux autres dans le fac- 
teur 8 de la substitution P, seront 


(9) 8, €, €,..., ppp... Jo Xe Xe 


De même aussi les variables, qui succéderont les unes aux autres dans le fac- 
teur & de la substitution P, seront 


(10) Se D D LL CS ER TO ne 


etc... On aura donc encore 


St 
2 


BOAT Ne Re Do moe 
S — (6, 0 RUES be, ne Ho. Y: PA ne 


D RS A OT on CU ee Dole 
etc. 


TR À 
ss 


(11) 


Observons d’ailleurs que, si l'on nomme # le nombre des facteurs circulaires 
D, LA ®, LE OR 


de la substitution Q, les diverses variables comprises dans la substitution & 
pourront être réparties entre les # suites verticales du tableau 


CRD EUR TR 
(12) À se . 
®» ® ; Pye., 


etc., 


/ [4 
{; (AM AO 


qui renferme, comme le tableau (3), 4 lignes horizontales. Donc l’ordre 4 de 
la substitution &, représenté par le nombre total des termes du tableau (12), 
sera 


(13) a= 0k. 


Remarquons à présent que, dans l'hypothèse admise, les substitutions 
P,Q, toutes deux régulières, seront déterminées par les formules 


(14) P= ARS6, 1%, , Q = 00P..., 
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et que les » variables données 


L , D Z; ..._ 
se confondront avec les variables comprises dans les seconds membres des 
formules (7), ou, ce qui revient au même, dans les seconds membres des for- 
mules (11). D'ailleurs ces mêmes variables, dont le nombre n se trouvera 
représenté par chacun des produits égaux 
pourront être réparties entre les divers tableaux 
ds 6, Ÿ: .…... 
74 6’ ’ 
(a À \ ? ? 7 A | 
) " {4 
a, 6 , Ÿ RE 
etc., 
À, Ps y; ... , 
/ LA 
(16 in 
Nono) À" un, y”, MALE 
etc., 


! 
’ Yo.) 


Ps XL? Wy..., 
(17) 7 X A 

Ps Xs Por 

etc... 

etc., 


dont le nombre sera 6, et dont chacun renfermera non-seulement lignes 
verticales, mais encore 4 lignes horizontales. Cela posé, on conclura immé- 
diatement des formules (11), que, pour obtenir, dans l'hypothèse admise, 
l'un quelconque des facteurs circulaires 


8j; &;. 1 


de la substitution P, il suffit d'écrire à la suite les unes des autres, en les pla- 
cant entre deux parenthèses et les séparant par des virgules, les variables 
qui appartiennent, dans les tableaux (15), (16), (17), etc., à une ligne ver- 
ticale de rang déterminé. On conclura, au contraire, des formules (7), que, 
pour obtenir l’un quelconque des facteurs circulaires 


D, £ Pose 


(.215<) 


de la substitution Q, il suffit d'écrire à la suite les unes des autres, en les 
plaçant entre deux parenthèses et les séparant par des virgules, les variables 
qui appartiennent, dans les tableaux (15), (16), (17), etc., à une ligne 
horizontale de rang déterminé. 

Remarquons encore que, le nombre des lignes horizontales on verticales 
comprises dans chacun des tableaux (15), (16), (17), etc., étant désigné, pour 
les lignes horizontales, par la lettre #, et, pour les lignes verticales, par la 
lettre À, on tirera immédiatement des formules (7) 


D Rx de Qui ch (Gr ce) (ps vs Dee)... 
Pre la, dd. Oh de ci ah se ondes ds 
= (4", x, gts 4) (6”, ue”, x’ a ie) (y’, y”, Pen See 5 


etc, 


(18) 


et des formules (11) 


Re (a, À, p.14) (d, À, RSR Du luss 
(19) . Hs Hi Xe) (6, A CEE AP 
BE (y, v, 9,2. 6) (pv, 95...) (y v”, ÉD 


pic. 
D'autre part, les équations (14) donneront 
(20) DRE 0-0 Pi 


Donc, eu égard aux formules (18), (19), chacune des substitutions P#, Q" sera 
équivalente au produit de tous les facteurs circulaires que renferme le tableau 


(æ, À, ®; …) (6, Us ZX nr (y Y; ÿ, RS 
CASE PES ARRETE ES ET 2 É LE à 
(æ”, ie g", ei sh (6”, ie’, Ve ee j ce " pis ï 


etc. 


(21) 


Donc , si l’on nomme @ le produit de tous ces facteurs circulaires, on aura 
simultanément 


(22) Pi—0, Q—=6, 
et, par suite, 


(23) Peso 


(.a40:) 


De plus, 4 étant précisément le nombre des variables comprises dans 
chaque ligne verticale du tableau (3), la valeur commune 6 de P# et de Q* 
sera évidemment une substitution régulière de l’ordre 6; et, d’ailleurs, à la 
seule inspection du tableau (21), on reconnaîtra immédiatement que , pour 
obtenir l’un quelconque des facteurs circulaires de la substitution 6, il 
suffit d'écrire à la suite les unes des autres, en les renfermant entre deux pa- 
renthèses et en les séparant par des virgules, les variables semblablement 
placées dans les tableaux (15), (16), (17), etc. | 

Remarquons enfin qu'en vertu des formules(1 r),un facteur quelconque deP, 
le facteur & par exemple, renfermera une ou plusieurs des variables com- 
prises dans chacun des facteurs circulaires de Q , et que, réciproquement , en 
vertu des formules (7), un facteur quelconque de Q, le facteur © par exemple, 
renfermera une ou plusieurs variables comprises dans chacun des facteurs 
circulaires de P. Il est aisé d’en conclure que, dans l'hypothèse admise , on 
ne pourra décomposer les deux substitutions P, Q, toutes deux régulières et 
permutables entre elles, en facteurs qui soient distincts de ces substitutions 
elles-mêmes, et qui, comparés deux à deux, restent permutables entre eux. 
En effet, pour qu’une telle décomposition fût possible, il faudrait qu'avec 
une partie des variables données x, y, z,..., on pût former deux substitu- 
tions ®, ®, permutables entre elles, qui eussent respectivement pour facteurs 
circulaires, la première un ou plusieurs des facteurs &, 8, &,..., la seconde 
un ou plusieurs des facteurs ©, Ÿ, ®,.... Or, cette dernière supposition devra 
être évidemment rejetée; car, d'après la remarque énoncée, la substitution ® 
ne pourra renfermer un seul des facteurs &, 8, &,... sans renfermer une ou 
plusieurs des variables comprises dans chacun des facteurs 0, 9, ®,...; et, 
si cette condition était remplie, la substitution 9 deviendrait nécessairement 
équivalente au produit de tous les facteurs ©, Ÿ, ®,.... Donc alors 2 et ® 
renfermeraient toutes les variables données , et non plus seulement une partie 
de ces variables. 

Jusqu'à présent nous avons supposé, d’une part, que P était une substi- 
tution régulière, c’est-à-dire équivalente à un produit de facteurs circulaires 
de même ordre; d'autre part, que ces facteurs circulaires étaient tous échangés 
circulairement entre eux quand on passait d’une première forme de P à une 
seconde forme distincte de la première, afin d'obtenir, par la comparaison 
de ces deux formes, une substitution Q permutable avec la substitu- 
tion P. 


Dans le cas général où la lettre P désigne une substitution quelconque, 
cette substitution régulière ou irrégulière peut du moins être considérée 


\ 


(m3) 


comme le produit de plusieurs substitutions régulières 
æ, œ, er, ... 
dont chacune remplit la condition que nous venons d'indiquer. Alors on a 


(24) PET A; 


et aux substitutions régulières 
g, PME ne 


qui représentent divers facteurs de P, correspondent des facteurs de Q re- 
présentés eux-mêmes par d’autres substitutions régulières 


CAP 2e ORTE RS 


de sorte qu'on à encore 
(25) Q=92,9,:.., 


le facteur à étant permutable avec le facteur ®, le facteur 2, avec le fac- 
teur ® , et ainsi de suite. Lorsque les facteurs ®, ®,®,,.,.. se réduisent à un 
seul facteur @, Les facteurs 2, 9,,9,,... se réduisent aussi à un seul fac- 
teur 2, et l'on se trouve ramené au cas particulier que nous avons examiné 
ci-dessus. Mais ce cas particulier est le seul cas où les substitutions P, Q 
soient permutables entre elles sans pouvoir être décomposées en facteurs 
plus simples qui, comparés deux à deux, restent permutables entre eux. Cela 
posé, il résulte des principes établis dans ce paragraphe, qu’on peut énoncer 
les propositions suivantes : 

1 Théorème. Soient P, Q deux substitutions permutables entre elles, mais 
que l'on ne puisse décomposer en facteurs plus simples qui, comparés deux 
à deux, restent permutables entre eux. Ces substitutions seront toutes deux 
régulières et de la forme de celles qu'on obtient dans le cas où, avec plusieurs 
systèmes de variables, on construit divers tableaux qui renferment tous un 
méme nombre de termes compris dans un même nombre de lignes horizon- 
tales et verticales, et où, après avoir placé ces tableaux à la suite les uns des 
autres dans un certain ordre, on multiplie entre eux, d’une part, les facteurs 
circulaires dont l’un quelconque offre la série des variables qui, dans les 
divers tableaux, appartiennent à une ligne horizontale de rang déterminé ; 
d'autre part, les facteurs circulaires dont l'un quelconque offre la série des 
variables qui, dans les divers tableaux, appartiennent à une ligne verticale 
de rang déterminé. Ajoutons que, dans l'hypothèse admise, les deux substi- 
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tutions régulières P, Q satisfont à l'équation de condition 
EE Q, 


} étant le nombre des facteurs circulaires de la substitution P, et le nombre 
des facteurs circulaires de la substitution Q. 


Corollaire 1°. Goncevons qu'en faisant usage des notations précédemment 
adoptées , on nomme 
ñ le nombre des variables comprises dans chacune des substitutions P, Q; 
a l'ordre de la substitution régulière P ; 
b l’ordre de la substitution régulière Q ; 
9 le nombre des tableaux mentionnés dans le 1°" théorème. 
Les nombres a, b, n seront liés aux nombres k, k, 6 par les formules 


(26) a—6k, b—60h, n—06hk, 


et l’ordre de la substitution P*— Qf sera précisément le nombre 4 déterminé 
par la formule 


(27) f—=-—=-—=——;, 
de laquelle on tire encore 
‘ab 7 


Corollaire 2°. Pour montrer une application du 1° théorème, supposons 
qu'avec les variables 


4,7, BU 4 Ss;t, 


on construise les deux tableaux 


XL, Ÿ', 
(29) 7: 
et 

v, w 
3 US 
Go) ba 


Le facteur circulaire qui présentera, écrites à la suite l’une de l'autre, les 
quatre premières lignes verticales des deux tableaux, sera 


(TX, 2, M Si 


( 219 ) 
et le facteur circulaire semblablement formé avec les quatre variäbles com- 
prises dans les secondes lignes verticales des deux tableaux sera 


(Y, u, w, t). 


Au contraire, le facteur circulaire qui présentera, écrites à la suite l’une de 
l'autre, les quatre variables comprises dans les premières lignes horizontales 
des deux tableaux, sera 


(æ, J'? ÿ, w), 


et le facteur circulaire semblablement formé avec les quatre variables com- 
prises dans les secondes lignes horizontales des deux tableaux sera 


(24, 6, di 


Cela posé , il résulte du 1° théorème que, si l'on prend 


(31) P =(#%:s, 6, 9 Cr, u, w, D), 
et 
(32) Qu 7 os rio 


P, Q seront deux substitutions permutables entre elles, c'est-à-dire deux sub- 
stitutions qui vérifieront la formule 


PQ — QP, 
ou , ce qui revient au même, la formule 
PP OPOr, 


Effectivement, il suit d’une règle précédemment énoncée (page 178), que, 
pour obtenir le produit 


QPQ”", 


il suffit d'exprimer la substitution P à l’aide de ses facteurs circulaires, puis 
d'effectuer dans P les déplacements de variables indiqués par la substitu- 
tion Q, en opérant comme si P représentait un simple arrangement. Or, en 
écrivant, à la place de la substitution 


P= (x, 3, VE) (y, u, sw, »), 
28. 
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l'arrangement 
À — xzosyuwt, a: 


et en appliquant à cet arrangement la substitution 


Q = (e, ?,.0, .):(z, u, s, à), 


on trouverait 
QA = yuwivsxz. 


Donc, en vertu de la règle que nous venons de rappeler, on aura 


GPO — [7 u, W, t) (y, Sy T; z), 


ou, ce qui revient au même, 
WOW, 2 Ma (r We Der 
Ajoutons que , dans le cas présent, 2 étant tout à la fois le nombre des fac- 
teurs circulaires de P et le nombre des facteurs circulaires de Q, on aura 
AK TE 
Donc le 1 théorème donnera encore 
RE 0 À 


Enfin la valeur commune des deux substitutions P?, Q? devra être, confor- 
mément ä une remarque précédemment faite, le produit des quatre facteurs 
circulaires du second ordre 


(x, v), (Ts w), 
(aus (ue, À) 


dont chacun est formé avec deux variables qui occupent la même place dans 
les tableaux (29) et (30). Effectivement on tirera des formules (31) et (32) 


P? = Q— (x,5) (7,5) (2,5) (a, à). 


Corollaire 3°. Siles divers tableaux formés avec les n variables que renfer- 
ment les substitutions P, Q se réduisent à un seul, alors P, Q seront deux sub- 
stitutions régulières du genre de celles dont nous nous sommes déjà occupés 
dans le $ VIL (page 193), et dont les propriétés deviennent évidentes quand 
on représente les variables qu’elles renferment à l’aide de deux espèces d’in- 
dices appliqués à une seule lettre. Alors aussi l'équation 


ô = 1 


(33) 


ÉrAa: ) 


entrainera les formules 


be 4," she bi 
P# ee Q" = £, 
Supposons, pour fixer les idées, qu'avec les six variables 


L; Ÿ Z U; y, #, 


on construise le tableau 
(34) 


LA JON 2 


U, Ÿ, W. 


Alors, en prenant pour P une substitution dont chaque facteur circulaire 
renferme les deux variables comprises dans une même ligne verticale du 
tableau (34), on trouvera 
(35) Peu) Cr 0 0) 

+ 
Au contraire, en prenant pour Q une substitution dont chaqte facteur cir- 
culaire présente, écrites à la suite l’une de l'autre, les trois variables com- 
prises dans une même ligne horizontale du tableau (34), on tronvera 


(36) 0%, 7 à (6 0: 


Or, les substitutions P, Q, déterminées par les formules (35), (36), seront cer- 
tainement permutables entre elles; car elles se réduiront au cube et au carré 
de la substitution du sixième ordre 


(LUN HD) 


Dé plus, le nombre £ se confondant avec l’ordre a = 2 de la substitution P, 


et le nombre À avec l’ordre b —3 de la substitution Q, l'équation (23) don- 
nera 


P? — Q— 1. 


Corollaire 4°. Si la substitution P se réduit à un seul facteur circulaire , 
alors, tout ce que l’on pourra faire pour modifier la forme de P, ce sera de 
faire passer successivement à la première place l’une quelconque des varia- 
bles écrites à la suite l'une de l’autre dans ce même facteur. Cela posé, les 
deux arrangements auxquels se réduiront les deux formes assignées à P quand 
on supprimera les parenthèses et les virgules placées entre les variables, re- 
présenteront évidemment les deux termes d’une substitution qui sera une 
puissance de P. Donc la substitution Q se confondra nécessairement avec 


( #42;) 
lune de ces puissances. Alors aussi le tableau unique, construit avec les 
diverses variables, ne renfermera plus qu'une seule ligne verticale. 

2° Théorème. Soient P,Q deux substitutions permutables entre elles et 


formées avec les 7 variables 
59,92, 


Si ces deux substitutions ne sont pas de la forme indiquée dans le 1 théo 
reme, elles pourront, du moins, être décomposées en facteurs corres - 


pondants 
œ, a. g CCS 


Ÿ » Q Ÿd er ri 


qui, pris deux à deux, seront de cette forme et, par conséquent, permu- 
tables entre eux. 

Corollaire 1*. Soit w le nombre des formes diverses et semblables entre 
elles que l'on peut donner à la substitution P en l’exprimant à l’aide de ses 
facteurs circulaires, et mettant toutes les variables en évidence. w sera pré- 
cisément le nombre des solutions diverses de l'équation symbolique et linéaire 


QP = PQ, 


résolue par rapport à Q (voir le $ IV, page 176); ou, ce qui revient au même, 
o sera le nombre des substitutions permutables avec P, qui pourront être 
formées avec les n variables x, y, 2,.... D'ailleurs, comme nous l'avons 
déjà remarqué, il suffira, pour obtenir une valeur de Q, d'écrire, au-dessus 
de la substitution P exprimée à l’aide de ses facteurs circulaires , la même 
substitution sous une seconde forme semblable à la première, puis de prendre 
pour termes de la substitution Q les deux arrangements auxquels se réduiront 
les deux formes de P quand on supprimera, dans ces deux formes, les pa- 
renthèses et les virgules placées entre les diverses variables. Enfin, il peut 
arriver que la substitution P renferme des variables immobiles qui dispa- 
raissent quand on la réduit à sa plus simple expression; et il est clair que, 
dans le passage d'une première forme de P à une seconde, on pourra échan- 
ger entre eux arbitrairement les facteurs circulaires du premier ordre formés 
avec ces variables immobiles. 1] en résulte que les variables immobiles de P 
peuvent, dans la substitution Q, composer des facteurs circulaires quelcon- 
ques. Donc, pour obtenir les diverses valeurs de Q, il suffira toujours de 
multiplier les diverses substitutions formées avec les variables immôbiles 
de P, par les diverses valeurs de Q que l'on obtiendrait en laissant de côté 


35 ) 


ces mêmes variables et en supposant la valeur de P réduite à sa plus simple 
expression. | 

Corollaire 2°. Pour montrer une application des principes établis dans le 
précédent corollaire, supposons que, les variables données 


Ly Pr 2 Us V, W, St 


étant au nombre de huit, la substitution P, réduite à sa plus simple expres- 
sion , renferme seulement les six variables 


#, 7, 2 U, V, w, 
et soit déterminée par la formule 
(35) P=4{x,u) (#, 9) (z, w) 


La même substitution, quand toutes les variables seront mises en évidence, 
pourra être présentée sous la forme 


(37) P—(x,u) (y,v) (2, w) (s) (à. 


D'ailleurs, si on laisse de côté les deux variables immobiles s, #, le nombre 
des formes, semblables entre elles, sous lesquelles on pourra présenter la va- 
leur de P fournie par l'équation (35), sera exprimé [voir la formule (2) de la 
page 172] par le produit 

I .2:3.2° = 48: 


Donc, avec les six variables 
LT, Ÿ; Zs U, V, W, 


on pourra former 48 valeurs diverses de Q, c’est-à-dire 48 substitutions dont 
chacune sera permutable avec la substitution P. Au contraire, si l’on fait 
entrer en ligne de compte les deux variables s et #, le nombre des formes, 
semblables entre elles, sous lesquelles on pourra présenter la valeur de P° 
fournie par l'équation (37), sera 


(1.2) (1.2.3) = 2.48 — 06: 
Donc, avec les huit variables 
TX; Jr BU, V, W,S, É, 


on pourra former 2*< 48, ou 06 valeurs diverses de Q, c'est-à-dire 96 sub- 
stitutions dont chacune sera permutable avec la substitution P. Il y a plus : 


(424) 
pour obtenir les 96 valeurs de Q que l’on peut former avec les huit variables 
Ty; J: TZ U, V, W, S, 1, 
il suffira de multiplier les 48 valeurs de Q, formées avec les six variables 
XL; Jr Z U, V, W, 
par les deux substitutions 
rush), 


qui peuvent être formées avec les variables immobiles de P; et, à chacune 
des valeurs que l'on pourra obtenir par la substitution Q , en laissant de côté 
les deux variables s, #, correspondra une seconde valeur qui sera le produit 
de la première par le fncreni circulaire (s, £). Ainsi, par exemple, à la valeur 
de Q déterminée par l'équation (36), c’est-à-dire par la formule 


Q=— (x, 7, 2) (u, v, w), 
correspondra une seconde valeur de Q déterminée par la formule 
CM re) Gi 4 a dr 


et permutable, comme la premiere, avec la substitution P. 

Avant de terminer ce paragraphe, nous allons encore établir, à l'égard 
des substitutions permutables entre elles, quelques propositions qui parais- 
sent dignes d'être remarquées. 

3° T'héorème. Désignons par 


Do 


diverses substitutions dont chacune soit permutable avec une substitution 
donnée P. Le produit de deux ou de plusieurs des substitutions OR, S. 
multipliées lune par l’autre dans un ordre quelconque, sera encore permu- 
table avec la substitution P. 

Démonstration. En effet, lorsque chacune des substitutions 


Hoi. 
sera permutable avec P, on aura 
(33) QP PO; EP — PR, SP Pur. 
ou, ce qui revient au même, 


(39) Q=PQPS',LR = PRP—, $= PSPz!., 


( 225 ) 
Or, on tirera immédiatement des équations (39) 
(4o) QR — PQRP-!,  QRS — PQRSP-,..., 
ou, ce qui revient au même, 
(Gr) | QRP — PQR, QRSP — PQRS,...; 
et il résulte immédiatement des formules (41), que chacun des produits 
GR. URS,..., 
formés par la multiplication de deux ou de plusieurs des substitutions 
ie 


est permutable avec la substitution P. 


Corollaire. Désignons toujours par 7 le nombre des variables 
XL; J Z; L2 LEE nd 


comprises dans la substitution P, et par w le nombre des formes, semblables 
entre elles, que peut prendre P exprimé à l'aide de ces variables. w sera le 
nombre total des substitutions permutables avec P qui pourront être formées 
avec les n variables x, y, z,.... Soient 


(42) 1, Q;; Q:. 1) Qu: 


ces mêmes substitutions, dont l’une se réduira toujours à l'unité. En vertu 
du 3° théorème, les dérivées des substitutions 


‘Q, Q, . "Ar Qu 


seront toutes permutables avec P. Donc ces dérivées seront toutes comprises 
dans la série (42), et cette série offrira un système de substitutions conju- 
guées. On peut donc énoncer encore la proposition suivante : 

4° Théorème. Une substitution quelconque P étant formée avec les 7 va- 
riables x, 7, 3,..., les diverses substitutions formées avec les mêmes 
variables , et permutables avec P, offriront un système de substitutions 
conjuguées. 

Exemple. Soit 


(43) P— (x, 7) (2 &) 


Le nombre des formes, semblables entre elles, que pourra prendre la sub- 
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\ 


stitution P exprimée à l’aide des quatre variables æ, y, z, u, sera 
ia PS 8 


Donc ces mêmes variables pourront former huit substitutions permutables 
avec P. D'ailleurs, pour obtenir ces huit substitutions , il suffira de comparer 
à la forme sous laquelle P se présente dans la formule (43), les huit formes, 
semblables entre elles, que peut acquérir P exprimé à l’aide des variables 
X; J,2, u. Ces huit formes, savoir, 4 


(x, ÿ) (2; u), Cr, x) (3, u); (æ, 7) (u, z); (D x) (w, 2), 
G 4) @7) (@ 4) (x), @ 2) (y) @ 2) (rx) 
se réduiront , si l’on supprime les virgules et les parenthèses, aux huit arran- 
sements 
XYZU, JXZU, XYUZ, YAUZ, 
ZUXY, ZUYX, UZXY, UZYX. 
Donc, en vertu de la règle énoncée à la page 177, les huit substitutions per- 
mutables avec P seront les suivantes : 


TY zu Ya zu ‘Xy uz yxuz 
zy zu)? zy zu) ? ul zu] ? zyzu ]? 
ZUXY ZUYX [uzxy uzyx 
zy zu)? es : Fr zu] ? xy zu)? 


ou, ce qui revient au même, les suivantes: 


ch (æ, F), (z, 4), (x,.7) (z, w), 

(x, 2) (Mu), (æ, 857; &); (&, ufr, 2), (æ,u) (y, à. 

Or, il est aisé de s'assurer que, si l'on multiplie ces huit substitutions par 
l’une quelconque d’entre elles, les huit produits ainsi obtenus se confondront 
avec ces mêmes substitutions , rangées seulement dans un nouvel ordre. Donc 
le système des huit substitutions permutables avec P sera, conformément au 
4° théorème , un système de substitutions conjuguées. 


SX. — Sur les systèmes de substitutions permutables entre eux. 


Considérons 7 variables 
XL, Ÿ, Z..., 


et formons avec ces variables deux systèmes de substitutions conjuguées, 


(227 ) 


l’un de lordre &, l'autre de l'ordre 6. Représentons d'ailleurs par 
(1) I; P;, Passé PP; 
les substitutions dont se compose le premier système, et par 


(2) fe Qi 2e > 6 


celles dont se compose le second système. Nous dirons que les deux systèmes 
sont permutables entre eux, si tout produit de la forme 


r: Qx 


est en même temps de la forme 
OQxPy. 


1 pourra d’ailleurs arriver, ou que les indices et # restent invariables dans 
le passage de la première forme à la seconde, en sorte qu'on ait 


PQ: = Q;P;; 
ou que les indices À et k varient dans ce passage, en sorte qu'on ait 
P;Q: = QrPy, 
h', k' étant de nouveaux indices, liés d’une certaine manière aux nombres 
het k. Dans le premier cas, l’une quelconque des substitutions (1) sera per- 
mutable avec l’une quelconque des substitutions (2). Dans le second cas, au 
contraire, deux substitutions de la forme P;, Q,, cesseront d’être générale- 
ment permutables entre elles, quoique le système des substitutions de la 
forme P, soit permutable avec le système des substitutions de la forme OQ,. 
Supposons maintenant que, les systèmes (1) et (2) étant permutables entre 

eux, on nomme $ une dérivée quelconque des substitutions comprises dans 
les deux systèmes. Cette dérivée S sera le produit de facteurs dont chacun 
sera de la forme P; ou O,, et l'on pourra sans altérer ce produit: 1° échan- 
ger entre eux deux facteurs dont l'un serait de la forme P,, l’autre de la 
forme Q,, pourvu que l’on modifie convenablement les valeurs des indices } 
et 4; 2° réduire deux facteurs consécutifs de la forme P, à un seul facteur 
de cette forme; 3° réduire deux facteurs consécutifs de la forme Q, à un seul 
facteur de cette forme. Or il est clair qu'à l’aide de tels échanges, et de telles 
réductions, on pourra toujours réduire définitivement la substitution S à 
l'une quelconque des deux formes 


P; Qx ’ Q,P; e | PR 


On peut donc énoncer la proposition suivante : 
20. 


( 228 ) 


1% T'hcorème. Soient 


(1) 1, v, Ports PE 


(2) F, Q,, Q,.. (ie: (8 7er 


deux systèmes de substitutions conjuguées, permutables entre eux, le pre- 
mier de l'ordre a, le second de l’ordre b. Toute substitution S, dérivée des 
substitutions (1) et{2), pourra être réduite à chacune des formes 


P, Q, Q;P;. 


Corollaire. Concevons maintenant que l’on construise les deux tableaux 


T, A . . 

8 7 8 À ES CP... LS 5 en 
(5) Q:, GP, 8 1e HAT, Per 

Q5-s, Q5 lys Q51 Pas ss 6 FA ; 
et 

F, Le, D EC 

Q ; 20, EU Pa-Q:, 
(4) 8 FRS P,Q, PE, Se | r 


Os 0. pe. 5 Ps (oe 
Deux termes pris au hasard, non-seulement dans une méme ligue horizon- 
tale, mais encore dans deux lignes horizontales différentes du tableau (3), 
seront nécessairement distincts l’un de l’autre, si les séries (1) et (2) n'offrent 
pas de termes communs autres que l'unité. Car, si en nommant #, k’ deux 
entiers inférieurs à a, et k,k' deux entiers inférieurs à D, on avait, par 
exemple, 


(5) O,P; AT 0 P,, 


sans avoir à la fois 


D 
l'équation (5) entraînerait la formule 


Q7;'Q; D R P,P; > 


( 229 ) 
en vertu de laquelle les deux séries offriraient un terme commun qui serait 
distinct de l'unité. Donc, dans l'hypothèse admise, les divers termes du 
tableau (3), qui offrira toutes les valeurs possibles du produit 


Qx P;; 


seront distincts les uns des autres, et, par suite, les dérivées distinctes des 
substitutions (r) et (2) se réduiront aux termes de ce tableau.-Donc le sys- 
tème de substitutions conjuguées, formé par ces dérivées, sera d’un ordre 
représenté par le nombre des termes du tableau (3), c’est-à-dire par le pro- 
duit ab. On pourra d'ailleurs évidemment remplacer le tableau (3) par le 
tableau (4); et, par conséquent, on peut énoncer la proposition suivante : 


ne Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 1°", 
les dérivées des substitutions (1) et (2) formeront un nouveau système de 
substitutions qui seront toutes comprises dans le tableau (3), ainsi que dans 
le tableau (4); et l'ordre de ce système sera le produit ab des ordres a, b des 
systèmes (1) et (2), si ces derniers systèmes n’offrent pas de termes communs 
autres que l'unité. 

On peut encore démontrer facilement la proposition suivante, qui peut 
être considérée comme réciproque du second théorème : 


3e Théorème. Soient 
(x) 1, PS Dan pi 
(2) . 1, Q. de 9 0 


deux systèmes de substitutions conjuguées, le premier de l'ordre a, le se- 
cond de l’ordre b, qui n'offrent pas de termes communs autres que l'unité. 
Si Les dérivées de ces deux systèmes forment un nouveau système de substi- 
tutions conjuguées, dont l'ordre se réduise au produit ab, toutes ces dérivées 
seront comprises dans chacun des tableaux (5) et (4), et, par conséquent, les 
systèmes (1) et (2) seront permutables entre eux. 

Démonstration. En effet, dans l'hypothèse admise, chacun des ta- 
bleaux (3), (4) se composera de termes qui seront tous distincts les uns des 
autres, et qui seront en nombre égal à celui des dérivées des substitu- 
tions (1) et (2). Donc il renfermera toutes ces dérivées, dont chacune sera 
tout à la fois de la forme Q,P,, et de la forme P,0;. 

Considérons maintenant le cas particulier où les divers termes de fa 
suite (1) se réduisent aux diverses puissances 


(6) 1, P, P?,..., Pet 


( 230 ) 


d'une substitution P dont l’ordre est représenté par la lettre &, et où pareil- 
lement les divers termes de la suite (2) se réduisent aux diverses puissances 


(7) 1, Q, Q,..., QT 


d'une substitution Q dént l'ordre est représenté par la lettre 2. Alors, pour 
que le système des substitutions (6) soit permutable avec le système des sub- 
stitutions (7), il suffira que les deux suites 


# Qu: PQ: PPQus.., PQ, 


9) Q, QP, QP*,..., QP< 


offrent les mêmes termes rangés dans le même ordre ou dans deux ordres 
différents. En effet, cette condition étant supposée remplie, tout produit de 
la forme P#Q sera en même temps de la forme QP”, le nombre }’ pouvant 
être distinct du nombre 4. Donc, par suite, tout produit de la forme 


P4Q: = P/QQ 
sera aussi de la forme 
QP°Q, 
et même de la forme 
O0 QE 


}" pouvant être distinct de 2 et de #. Généralement, toute substitution de la 
forme 
PQ 

pouvant être considérée comme le produit de Æ facteurs égaux à Q par le 
multiplicateur P#, on pourra, sans altérer cette substitution, échanger suc- 
cessivement le facteur P* avec chacun des facteurs égaux à Q, pourvu que 
chaque fois on modifie convenablement la valeur de l'exposant 2; et lors- 
que, en vertu de semblables échanges, les 4 facteurs égaux à Q auront été dé- 
placés de manière à précéder tous les facteurs égaux à P, la substitution 


dE où 
se présentera évidemment sous la forme 
OP" 


On peut donc énoncer la proposition suivante : 


('a8r ) 


4° Théorème. Soient 


P, Q 


deux substitutions distinctes, la première de l’ordre a, la seconde de l'ordre b. 
Si les deux suites 


Q, PQ, P°Q,..., PQ, 
Q, QP, QP*,..., QPET 


offrent précisément les mêmes termes rangés dans le même ordre ou dans 
deux ordres différents, alors les deux systèmes des substitutions conjuguées 


AA ONE A C een 
1 0:20 


formés, l’un avec les diverses puissances de P, l'autre avec les diverses puis- 
sauces de Q, seront deux systèmes permutables entre eux. 
De ce dernier théorème, joint aux 1% et 2° théorèmes, on déduit immé- 


et 


diatement la proposition suivante : 
5e Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 4° théorème, 
admettons, en outre, qu'ancune des substitutions 
2 —1 
US NA 1 


ne se retrouve parmi les substitutions 


sd 2 b— 
DR Re 
en sorte que l'équation 
P* — (e 
ne se vérifie jamais, excepté dans le cas où l’on a 


AE QU a ES 


Alors toutes les dérivées des deux substitutions P, Q seront comprises dans 
chacune des formes 


P’ U Q‘ P#, 


la valeur de Æ devant rester la même quand on passera de la première forme 
à la seconde ; et, par suite, ces dérivées offriront un système de substitutions 
conjuguées dont l’ordre sera le produit ab. 

Corollaire. Dans l'hypothèse admise, les diverses dérivées des substitu- 


( 232 ) 
tions P, Q se confondront évidemment avec les divers termes du tableau 
Ù A D, P— 


DCR De 
(al @, PQ, PQ, PQ, 


b— B— rs as 
Q E PQ : P2Qh pe 1Q? ', 
et aussi avec les divers termes du tableau 
, P, +5 Po. 
Q, OP, OPA. 8) et 
(13) Dés One Oo. 
ne LE mpbs CE RE Gars 2 (obe 
$ XI. — Des substitutions arithmétiques et des substitutions géométriques. 


Considérons 7 variables 
X, DE Z; 0 De 


Supposons, d'ailleurs, que l'on représente ces diverses variables par une 
même lettre 2 successivement affectée des indices 


dd... RAR 1 
et, en conséquence , à la place de 
+, 2. 
écrivons 
(x) A 
Enfin concevons que l’on regarde comme pouvant être indifféremment rem- 


placés l’un par l’autre deux indices, dont la différence se réduit à un muil- 
tiple de; en sorte qu'on ait, pour toute valeur entière positive ou même 


négative de /, 
Ur = Lin —= Lion — 


= Lynn — Lyon — : CR 


Pour reproduire la suite (1), ou du moins les termes de cette suite rangés 
dans un nouvel ordre, il suffira d'ajouter aux indices de ces divers termes une 
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même quantité k, ou bien encore de multiplier ces indices par un même 
nombre r premier à x. Dans le premier cas, à la place de la série (1), on 
obtiendra la suivante 


(2) Lys Chris Chess es henri. 
Dans le second cas, au contraire, la série (1) sera remplacée par celle-ci 
(5) Lo; y; Lors.) L(n—1)r: 


Il est bon d'observer qu'au terme x, de la série (1) correspond le terme 
x de la série (2), et que le rapport arithmétique des indices 


2 + k.:E 


qui affectent la lettre æ dans ces deux termes, se réduit précisément à la 
constante À. Au contraire, au terme x, de la série (1) correspond le terme x,, 
de la série (3), et le rapport géométrique des indices 


rl, 1 


qui affectent la lettre x dans ces deux termes, se réduit précisément à la 
constante r. Pour ce motif, en supposant, comme ci-dessus, que les variables 
données sont représentées par une seule lettre successivement affectée des 
indices 


nous appellerons substitution arithmétique la substitution qui consiste à rem- 
placer chaque terme de la série (1) par le terme correspondant de la série (2), 
et nous appellerons, au contraire, substitution géométrique la substitution 
qui consiste à remplacer chaque terme de la série (1) par le terme corres- 
pondant de la série (3). Cela posé, la substitution arithmétique la plus simple 
sera la substitution circulaire 


(4) Pt l'y; Casse, à 


qui consiste à remplacer généralement x, par x,,,, et il suffira évidemment 
d'élever celle-ci à la puissance du degré 2 pour obtenir la substitution qui 
consiste à remplacer généralement x, par X/,,. Ainsi, la valeur de P étant 
déterminée par la formule (4), chaque terme de la série (1) se trouvera 
remplacé par le terme correspondant de la série (2) en vertu de la substitu- 
tion circulaire ou régulière P*. 

Soit maintenant Q la progression géométrique qui consiste à remplacer 
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généralement le terme x, de la série (r) par le terme correspondant x,, de 
la série (3), en sorte qu'on aît 


(5) QE 


Lo Lplipee. . : 
RTE 
Alors, k étant un nombre entier quelconque, la substitution Q* sera celle qui 
consiste à remplacer la variable x, par la variable x,,; et, par suite, pour 
que l'on ait identiquement 


(6) = 1, 
il faudra que l’on ait, quel que soit /, 
(7) r'l=l, (mod.n). 


D'ailleurs, r étant, par hypothèse, premier à n, la formule (7), que l’on peut 
écrire comme il suit : 


(r*— 1)/=o, (mod.n), 


donnera 


À 


r—1Z=o, (mod.n), 


ou, ce qui revient au même, 
(8) rÉ—=1, (mod.h). 


Donc l'équation (6) entrainera toujours la formule (8); et l’ordre i de la sub- 
stitution géométrique Q, c’est-à-dire la plus petite des valeurs de 4, pour 
lesquelles se vérifiera l'équation (6), sera en même temps la plus petite des 
valeurs de X pour lesquelles se vérifiera la formule (8). 

n étant un nombre entier quelconque, et r l'un des nombres premiers à », 
l’exposant # de la puissance à laquelle il faut élever la base r pour obtenir 
un nombre équivalent, suivant le module 7, à un reste donné, est ce qu'on 
nomme l'indice de ce reste. Cela posé, le nombre à, ou la plus petite des va- 
leurs de Æ pour lesquelles se vérifie la formule (8), n’est évidemment autre 
chose que le plus petit des indices de l'unité. Ce même nombre à est encore 
celui qui indique combien l’on peut obtenir de restes différents en divisant 
par 7 les termes de la progression géométrique 


12 3 
D 


et qui, pour cette raison, a été désigné, dans un précédent Mémoire, sous 
le nom d’indicateur. En conséquence, on peut énoncer la proposition sui- 
vante : 
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1° Théorème. n étant un nombre entier quelconque, et r étant l’un des 
nombres premiers à n, l'ordre de la substitution géométrique Q , déterminée 
par la formule (8), se confond avec l'indicateur ÿ relatif à la base r. 
Concevons à présent que, A, £ étant deux nombres entiers quelconques, 
on forme, avec les variables 


Lo) l'y DŒTE 1-7 L'h_19 
les trois substitutions. 
P', œ et Dire 


Ces substitutions consisteront évidemment, la première à remplacer l'indice / 
d'une variable quelconque par l'indice {+ X, la deuxième à remplacer l’in- 
dice Z par l'indice r*{, et la troisième à remplacer l'indice ? par l'indice 


r* (+ h). 
Au contraire, #’ étant un entier distinct de À, la substitution 
P# Q* 
consisterait à remplacer l'indice / d’une variable quelconque par l'indice 
k + rl. 
Donc on aura généralement 
(9) | Q P* = p' Q, 


si l'on a 
R+rl=r (+R), 
ou, ce qui revient au même, si l'on a 
ET ne 1 
Mais alors l'équation (9) donnera 
QKP* — PO", 


et il est d’ailleurs facile de s'assurer que cette dernière formule s'étend à 
des valeurs entières quelconques non-seulement positives, mais encore né- 
gatives de k. On peut donc énoncer généralement la proposition suivante : 


2° Thécrème. Représentons 7 variables distinctes par une même lettre x 
successivement affectée des indices 


Oo, I, F2 1 Ce {ne LE 


30. 
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et concevons que l'on regarde comme pouvant être indifféremment remplacés 
l'un par l’autre deux indices dont la différence se réduit à un multiple de ». 
Soit d’ailleurs r un nombre entier, premier à 7. Enfin soient 


P, Q 


deux substitutions, l’ane arithmétique, l’autre géométrique, déterminées par 
les formules (4) et (5), c’est-à-dire deux substitutions qui consistent , la pre- 
miére à remplacer l'indice / d’une variable quelconque par l'indice / + 1, la 
seconde à remplacer l'indice / par l'indice rl. Alors on aura, pour des valeurs 
entières quelconques de À, et pour des valeurs entières et positives de 4, 


(10) Q“P4 — pin. 
_Corollaire 1°. Poser l'équation (10), c’est dire que l'équation (9), 
savoir, 
kP4 — px 
Q"P"— PO’, 
subsiste quand les exposants 2, À’ vérifient la condition 
hr". 


D'ailleurs, de cette dernière formule, combinée avec l'équation 
r'= 1, (mod. 7), 


on tire, en supposant #4, 
r'kh=r"h (mod. 7), 
ou, ce qui revient au même, 
h=rT%} (mod. n), 
et plus généralement, en désignant par ÿ’ un multiple de ? supérieur à 4, 
h=7rt#"}, (mod. n). 


Donc, poser l'équation (ro), c’est dire encore que l'équation (9) subsiste 
quand les exposants k, k' vérifient la condition 


el : 
Il résulte de ces observations qu'on peut, dans la formule (9), choisir arbi- 


trairement l’un quelconque des exposants h, h'. Il en résulte aussi que tout 
produit de la forme 
Q*P* 
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est en même temps de la forme 
PQ}, 
et réciproquement, la valeur de l’exposant À devant seule varier quand on 


passe d’une forme à l'autre. Donc, en vertu de l'équation (9), les diverses 
puissances de P, savoir, | 


(11) Poe ee, 


offrent un système de substitutions permutable avec le système des substi- 
tutions 


ia) DO... 0, 


qui représentent les diverses puissances de Q. 


Corollaire »°. Il est bon d'observer encore que la substitution arithmé- 
tique P et celles de ses puissances qui ne se réduisent pas à l'unité, déplacent 
les z variables données 


Los Lys Layer ns. 


Au contraire, la substitution géométrique Q, déterminée par la formule (5), 
ou, ce qui revient au même, par la suivante 


(15) o— Ppemal 


Li Lao 0 Ln—1 


laisse immobiles la variable x, quand n est un nombre impair, et les deux 


variables x,, Æ, quand x est un nombre pair. La même propriété devant 
2 e 


évidemment appartenir à celles des puissances de Q qui différent de l'unité, 
il est clair que les deux substitutions 


P, Q 
ne pourront jamais vérifier la formule 
eo 
excepté dans le cas où l'on aura 
pi O7. 


Corollaire 3°. Les deux corollaires précédents, joints au 3° théorème du 
$ X , entraînent évidemment la proposition suivante : 


3e Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 2° théoreme , 
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les dérivées des deux substitutions P, Q seront toutes comprises sous chacune 
des deux formes 
P’ Pr Q' le 


et composeront un systèime de substitutions conjuguées qui sera d’un ordre 
représenté par le produit 


ni, 


’ étant l'indicateur correspondant à la base r, c’est-à-dire la plus petite des 
valeurs de # propres à vérifier la formule (8). 


Nota. On arriverait encore aux mêmes conclusions en observant qu'il 
suffit de poser £ — 1 dans l'équation (10) pour obtenir la formule 


(14) QP‘ — priQ. 
Or, il résulte de cette dernière formule que les deux suites 


NEO, PO, pe 0, 
JOBS Oe 


offrent les mêmes termes, rangés seulement dans deux ordres différents. 
Cela posé, il est clair que le 3° théorème sera une conséquence immédiate 
du 5° théorème du $ X. 

Soit maintenant a un diviseur de », distinct de l'unité; et posons 


(15) V= 


(16) R= P* 


R sera précisément la substitution arithmétique qui consiste à remplacer x 

P è 

par æ ,, ou, ce qui revient au même, par x, D'ailleurs on tirera de 
1 | 


? 


l'équation (10), en y remplaçant À par ah, et ayant épard à la formule (16) 
(19) Q'R* — RQ. 


Eafin, comme la substitution R et ses puissances d’un degré inférieur à » dé- 
placeront toutes les variables données, tandis que la substitution Q et ses 
puissances d'un degré inférieur à z laissent immobile au moins la variable ve 
il est clair que les deux suites 


HAE PE NOR AD 
1, Q, Q°,..., QT 
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n’offriront pas de termes communs autres que l'unité. Cela posé, des raison- 
nements semblables à ceux dont nous avons fait usage pour établir le 3° théo- 
rème suffiront pour déduire de la formule (17) la proposition suivante : 

4° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 2° théorème, 
nommons v un diviseur de n distinct de l'unité, et soit R la substitution arith- 
métique qui consiste à remplacer généralement x, par x... Les dérivées des 
deux substitutions R, Q seront toutes comprises sous chacune des deux 
formes 

Q'R, RQ, 
et composeront un système de substitutions ne qui sera d'un ordre 
représenté par le produit 
vi. 


Appliquons maintenant les théorèmes que nous venons d'établir à quelques 
exemples. 

Supposons d'abord n = 7, r — 3. Alors les deux substitutions P, Q , déter- 
minées par les formules 


(18) P (0 Lys Las Lys Lys, L5; CE 
(19) | Qt LCyy Los Légr As; Le 


seront, la premiere du septième ordre, la seconde du sixième ordre. On aura 
donc i— 6; et, en effet, le nombre 7 étant pris pour module, 6 sera l'indica- 
teur correspondant à la base r — 3, puisque , dans la progression géomé- 


trique 
SE AS AS 2e LR 


3° sera le premier terme qui, divisé par 7, donne pour reste l'unité. Cela 
posé, on conclura du 3° théorème, que les substitutions arithmétique et géo- 


métrique P, €}, déterminées par les formules (18), (19), composent, avec 
leurs dérivées, un système dont l’ordre est représenté par le produit 


SR np 


Supposons en second lieu 7=—7, r—2. Alors la substitution géométrique ©, 
déterminée, non plus par la formule (19), mais par la suivante 


(20) Q= ES Lo) y) (Ts Le) Lys}, 


sera du troisième ordre. On aura donc i—3; et, en effet, le nombre 7 


étant pris pour module , 3 sera l'indicateur correspondant à la base 2, puis- 
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que, dans la progression géométrique 


2 3 
2, 2 D: ts 


2° 8 sera le premier terme qui, divisé par 7, donne pour reste l’unité. Cela 
posé, on conclura du 3° théorème, que les substitutions arithmétique et géo- 
métrique P, Q, déterminées par les formules (18) et (20), composent, avec 
leurs dérivées, un système dont l’ordre est représenté par le produit 
re À 

Supposons encore 7 — 9, r — 2. Alors les deux substitutions P, Q, déter- 
minées par les formules 
(21) P = (Lo; Lys Los Lys Lys Ass Les Lys Lg) 
(22) Q = (Ty, Los Lys Lg Ts) (æ;, CAR 
seront, la première du neuvième ordre, la seconde du sixième ordre. On 
aura donc i — 6; et, en effet, le nombre 9 étant pris pour module, 6 sera 


l'indicateur correspondant à Ja base 2, puisque , dans la progression géomé- 
trique 


2°— 64 sera le premier terme qui, divisé par 9, donne pour reste l'unité. 
Cela posé, on conclura du 3° théorème, que les deux substitutions arithmé- 
tique et géométriqueP,Q, déterminées par les formules (21) et(22), composent, 
avec leurs dérivées, un système dont l'ordre est représenté par le produit 


60-21 


Supposons enfin qu à la substitution Q, déterminée par la formule (22), on 
joigne, non plus la substitution P, déterminée par la formule (21), mais la 
substitution R, dont la valeur est fournie par l'équation 


(23) Nr. 
ou , ce qui revient au même, par la suivante 
(24) R= (x, x, Le) (2, Lr) (Las Lsy La) 


Alors R sera une substitution arithmétique de l’ordre 


L(1 
3 à 


et l'on conclura du 4° théorème que les substitutions arithmétique et géomé- 
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trique Q, R, déterminées par les formules (22) et {24), composent , avec leurs 
dérivées , un système dont l'ordre est représenté par le produit 


Pour un module quelconque n, l'indicateur i dépend de la base r, et devient 
un maximum quand cette base r est une racine primitive correspondante au 
module n. Si l'on nomme I cet indicateur maximum, chacun des indicateurs 
qui correspondront aux diverses bases représentées par les divers nombres 
premiers à z sera égal à I ou à un diviseur de I. D'ailleurs , si l'on suppose 


n = plqf..., 


pet q étant les facteurs premiers de », l'indicateur maximum I sera le plus 
petit nombre entier divisible à la fois par chacun des produits 


4 —1 
pp ah gr (Qt, 
l’un de ces produits, savoir, celui qui répondra au facteur 2, devant être rem- 
placé par sa moitié quand 71 sera pair et divisible par 8. 
Si n se réduit à une puissance d’un nombre premier et impair p, en sorte 
qu'on ait 
ip, 
on trouvera 
I pfi(p—1)=n(1—"). 
prier F 
Si n se réduit à un nombre premier p, on aura simplement 
LE 7 — 1. 


Eu égard aux remarques qu'on vient de faire, les 3° et 4° théorèmes entrai. 
neront évidemment les propositions suivantes : 
5° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 2° théorème, 
si l'on nomme r une des racines primitives correspondantes au module », et 
{ l'indicateur maximum relatif à ce module, c’est-à-dire le plus petit des in- 
dices de l'unité correspondants à la base r, la substitution géométrique Q, 
qui aura pour objet de remplacer généralement x, par x, sera de l'ordre [. 
Alors aussi les dérivées des deux substitutions P, Q seront toutes comprises 
sous chacune des deux formes 


k PA 
Obs, iQ 
et composeront un système dont l'ordre sera représenté par le produit 


ra. 
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Corollaire. Si n est un nombre premier, on aura simplement 
I=n— 1, 


et, par suite, les dérivées des deux substitutions 


A 
composeront un systeme dont l’ordre sera représenté par le produit 
n (re — 1). 


0° Theorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 5° théorème. 
soit y un diviseur de 7 autre que l'unité, et nommons R la substitution arith- 
métique qui consiste à remplacer généralement x, par x,.,. Les dérivées des 
deux substitutions Q, R seront toutes comprises sous chacune des deux formes 


kpA OX 
Q R rl ER Q ? 
et composeront un système dont l’ordre sera exprimé par le produit 
vi. 


Au lieu de représenter les diverses variables par une même lettre succes- 
sivement accompagnée d'indices divers, on pourrait continuer à les repré- 
senter par différentes lettres 


hrs, 


puis assigner à chaque variable un numéro propre à indiquer, ou le rang 
qu'elle occupe dans la série de ces lettres écrites à la suite l'une de l'autre, 
suivant un ordre déterminé, ou, mieux encore, ce même rang diminué de 
l'unité. Alors la substitution désignée par Q dans les théorèmes précédents 
serait celle qui consiste à remplacer la variable correspondante au numéro / 
par la variable correspondante au numéro rl, ou plutôt au numéro équivalent 
au reste de la division du produit r£ par le nombre L. 

Supposons, pour fixer les idées, » — 5; alors cinq variables représentées 


par les lettres 
COR IE PR NE 


pourront être censées correspondre aux numéros 
@ ;, 2; d 4. 


Alors aussi, en multipliant les quatre derniers numéros par le facteur r, on 
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obtiendra les produits 
F, 27, 57, 413 


et, si l’on pose r— 2, ces produits, divisés par 5, donneront pour restes 
4, 4,4, 3. 


Ainsi, dans cette hypothèse, la substitution désignée par Q aura pour effet 
de substituer aux variables dont les numéros étaient 
1, 2, 3, 4, 


les variables dont les numéros sont 


2» 4, 7, 3, 
c'est-à-dire de substituer aux variables 


Jr Z, U, V 
les variables 


2,0, Ÿ, u. 
On aura donc 


Qt 202. 


Cela posé, on conclura du 2° théorème, que les dérivées des deux substi- 
tutions 


(25) PÆiT, 7,2 4 V0 z à u) 
sont toutes comprises sous chacune des formes 
PiQ#, Q'P’, 
et que l'ordre du système de ces dérivées est égal au produit 
5.fK:# 90 


des nombres 5 et 4 qui représentent les ordres des substitutions P et Q. Effec- 
tivement les dérivées des substitutions P, Q dont les valeurs sont données par 


les formules (25) se réduiront aux vingt substitutions comprises dans le 
tableau 


EE ie A Le 
: (26) OCR CE. Di Pr. 
a Q? À Q? ii Q? Fr. SE LR 
Q°; Q® P, Q* pa, Q* PA Q* P«. 
a+ 


LS 
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ou, ce qui revient au même, dans le suivant: 


}, (mie, U, v), ee Z3 ÿ, J': u), (RAT: ÿ, z), CE Bu Tr} 
(27) (2e Z;, V, u), (w, T, 7, Ÿ}, (2, U, X, v), (æ, JU; z), (u, v, Ÿ eh 
ai (y, v) (3, u), (u, r)(v, x}, (x, a) (9,2), (2, æ) (u, v}, (v,2) (x, y), 
(REV 20 L 4 M TL Ph ei ru) 
Ajoutons qu'en vertu de la formule (10), on aura généralement 
(28) Q“P’ 2 TO LR 
et, par suite, 
QP = PQ, QP =P'Q,: QP° —PQ,  QP° = PQ, 
(29) Q*?P — LS Q° P? — 07 Q° P3 — Pro, Q? P‘ — POQ*, 
Q°P — | 0 A Q° P? — PO (8 P3 — PO Q° P: — | ca EL 


$ XII. 


Sur diverses propriétés remarquables des systèmes de substitutions conjuguées. 


Considérons 7 variables 
Æ D ee 


Le nombre total N des arrangements, ou bien encore des substitutions que 
l'on pourra former avec ces variables, sera représenté par le produit 


PA Ne 


et l’un quelconque des systèmes de substitutions conjuguées formés avec ces 
mêmes variables, sera toujours d’un ordre exprimé par un diviseur de ÀV. De 
plus, ces systèmes jouiront encore de diverses propriétés remarquables dont 
quelques-unes ont été déjà établies dans le $ VI. Je vais maintenant en dé- 
montrer quelques autres, qui se trouvent exprimées par les théorèmes 


suivants. 
1* Théorème. Formons avec n variables 


EE a 
deux systemes de substitutions conjuguées ; et soient 
(1) 1, De Pie 
(2) 1, ©, Qu. Qi 


ces deux systèmes, le premier de l'ordre a, le second de l'ordre b. Soit d’ail- 
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leurs Z le nombre des substitutions R pour lesquelles se vérifient des équa- 
tions symboliques et linéaires de la forme 


3) RP, = Qu, 
h étant l'un quelconque des entiers 
hou + À, 
et 4 Jun quelconque des entiers 
| dpiais 30 Fr. 
Le nombre /, divisé par le produit ab, fournira le même ee que le nombre 
N= r1iai8.0n, 
et l'on aura , en conséquence, 
(4) I=N, (mod. ab). 
Démonstration. Faisons, pour abréger, 
(5) J=N —- TJ. 


Parmi les substitutions que l’on pourra former avec x, ÿ,Z,.::; celles pour 
lesquelles ne se vérifieront Jamais des équations semblables à la formule (5) 
seront en nombre égal à J. Nommons U l'une de ces dernières substitutions. 
Les divers termes du tableau 


U, CP,. DR nr AURee 


» à f QU, Q,UP,, QUE... 5 AL) Sn 
(6) 7/00 O0 un dir. 


Ur ee Toilette Dernier see tie donne es ot ue ee eh ne Ne 


seront tous inégaux entre eux. Car, si l'on avait 


QUPi = Qu UP 
et, par suite, 


(7) UP, Pr = QU, 


sans avoir en même temps 


P, pers Pi et Q» ER Q:, 
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on réduirait l'équation (5) à la forme | 
(8) U8 = QU, 
en posant 
APP, 2 — Qr'Qx-. 


Mais alors, des deux substitutions @, ?, dont l’une au moins serait distincte 
de l'unité, la première représenterait encore un terme de la série (1), et la 
seconde un terme de la série (2). Donc la formule (7) ou (8), considérée 
comme propre à déterminer U, serait semblable à l'équation (3), et la sub- 
stitution U se réduirait, contre l'hypothèse admise, à l’une des valeurs de R. 

Soit maintenant V une substitution nouvelle qui, étant formée avec les 
variables x, y, z,..., ne se réduise ni à l’une des valeurs de R, ni à aucune 


des substitutions comprises dans le tableau (6). Les divers termes du tableau 
V, Vr.: Ve. L'AAe 
CS Rip OUR, Q vb 


A A 


seront encore tous inégaux entre eux, et même ils seront distincts de tous 
ceux que renferme le tableau (6); car, si l'on avait 


Q,UP, = QYyVP,, 
on en conclurait 


(10) V = Qz'QUP,P;; 


puis, en posant, pour abréger, 


2h, + -00;, 
on réduirait l'équation (9) à la formule 
(15) V—sie: 
et, comme les deux produits @, 9 représenteraient encore, le premier un 


terme de la série (1), le second un terme de la série (2), il est clair qu'en 


vertu de la formule (11), V se réduirait, contre l'hypothèse admise, à l'an 
des termes renfermés dans le tableau (6). ; 


En continuant de la sorte, on répartira les J'substitutions, pour lesquelles 
ne se vérificront jamais des équations semblables à la formule (3), entre plu- 
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sieurs tableaux que l’on déduira successivement du tableau (6), en remplaçant 
dans celui-ci la substitution U, qui représente le premier terme, par une 
autre substitution V, ou W, etc. D'ailleurs, les termes qui se trouveront 
renfermés dans chaque tableau, en nombre équivalent au produit ab, seront 
tous inégaux entre eux. Il y a plus : les termes que comprendra le système des 
divers tableaux seront encore tous distincts les uns des autres, si l’on a soin de 
prendre pour premier terme de chaque nouveau tableau une substitution non 
comprise dans les tableaux déjà formés. Cette condition étant supposée rem- 
plie, le nombre total des termes compris dans les divers tableaux sera néces- 
sairement le nombre représenté par J. Donc le nombre J ou À — J sera un 
multiple du nombre des termes reufermés dans chaque tableau, c'est-à-dire 
du produit ab. Donc les nombres Z et N, divisés par le produit ab, fourni- 
ront le même reste. 

Corolluire. Si les deux systèmes de substitutions conjuguées, mentionnés 
dans le 1 théorème, se réduisent à un seul, alors, à la place de ce théorème, 
on obtiendra la proposition suivante : 

2° Théorème. Soit a l'ordre d’un système de substitutions conjuguées 


T, Pl; Ps,..., P 


formées avec les n variables 


a—#4) 


Re 2 


et nommons / le nombre des substitutions R pour lesquelles se vérifient des 
équations de la forme 


(12) RP, — P,R, 
h, À étant des nombres entiers égaux ou inégaux, pris dans la suite 
OR A 
Le nombre 7, divisé par le carré de à, fournira le méme reste que le produit 


— 1,2 0. À 
en sorte qu'on aura 


(13) FR (mod 4) 
Corollaire. Si a? surpasse NW, la formule (13) donnera nécessairement 
(14) I — N, 


et, par suite, une substitution quelconque R sera du nombre de celles pour 
lesquelles peut se vérifier l'équation (19). 
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Revenons maintenant à la formule (3). Cette formule exprime évidemment 
que les deux substitutions 


P;; Q,, 


dont la première est l'un des termes qui suivent l'unité dans la série (1), et 
la seconde l’un des termes qui suivent l'unité dans la série (2), sont sembla- 
bles l'une à l'autre. Donc il sera impossible de satisfaire à l'équation (3) si 
aucune des substitutions 


PL 
n'est semblable à l’une des substitutions 


Q,, 0: se Qs;. 


1-0 


Donc alors on aura 


et la formule (4), réduite à celle-ci 
(15) N=o, (mod. ab), 
exprimera que le nombre A est divisible par le produit &b, En conséquence, 


on peut énoncer la proposition suivante : 


3° T'héorèeme. Formons avec n variables 
A A 


deux systemes de substitutions conjuguées, et supposons que ces deux sys- 

tèmes étant, le premier de l’ordre a, le second de l'ordre b, renferment, 
k TE 4 ? . . 

outre l'unité, d'une part, les substitutions 


(16) Pis Ps... Pos 
d'autre part, les substitutions 


(17) Q,, Qu...) Os. 


Si aucune des substitutions (16) n'est semblable à l’une des substitutions (17), 
le nombre 


N=1:1.02.3...n 


D 


sera divisible par le produit ab. 
Le théorème que nous venons d'énoncer entraine encore évidemment la 
proposition suivante : ° 
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4° Théorème. Soient 
F, Fe L'ART ST 


ï;, Q,; Qu: (97e 


deux systèmes de substitutions conjuguées, le premier de l’ordre a, le second 
de l'ordre b, formés l’un et l’autre avec les z variables 


et 


L', 7: Zoo 


Si le produit ab n’est pas un diviseur du nombre 


142.) 0 
alors, des substitutions 
Ps, Pas.., Po 


une ou plusieurs seront semblables à une ou plusieurs des substitutions 


Q; Q2.. or, O4. 


Corollaire 1*. Soient maintenant p un nombre premier , égal ou inférieur 
à n, et p/ la plus haute puisance de p qui divise le produit 


N=1:.2.3...n. 


D'après ce qui a été dit dans le $ VIL (page 196), on pourra former avec les 
n variables x, y,z,... un système de substitutions primitives et conjuguées 
qui sera de l’ordre p/; et rien n’empêchera de supposer que l'on prend ces 
mêmes substitutions pour termes de la suite 


1, Qu Qu... Qsu. 


Or, dans cette hypothèse, b étant égal à p”, le produit ab ne pourra diviser 
N si a est divisible par p; et, d’ailleurs, chacune des substitutions 


Q,, (ONE OT Q.. 


étant une substitution primitive dont l’ordre sera représenté par l’un des 
nombres 


Ps P's°ess P’, 


aura pour dérivées d’autres termes de la suite 


ï;, Q,, Quad. Qu; 
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parmi lesquels (voir le 8° théorème du $ VIIL) on trouvera au moins une sub- 
stitution régulière de l’ordre p. Donc, en vertu du 4° théorème, si l’ordre a 
du système de substitutions 


LEE A Es .., re 


est divisible par le nombre premier p, l'une au moins des substitutions 


A hr 
sera régulière et de l'ordre P- 
Corollaire 2°. Si l'on représente par des lettres diverses 


Poe. 


les substitutions qui, dans le 4° théorème, sont désignées à l’aide d’une seule 
lettre P successivement affectée des indices 


ER à 
et si, d’ailleurs, on nomme M l’ordre du système des substitutions conjuguées 
| T; Po, nn... 
alors la proposition établie dans le corollaire 1° sera réduite à celle dont 
voici l'énoncé. 


5e Théorème. Soit M l'ordre du système des substitutions conjuguées 
(18) D 


formées avec les variables x, J'r3%...; et nommons p un nombre premier 
égal ou inférieur à n. Si M est divisible par p, l'une au moins des substi- 
tutions 


P,.Q,'R... 


sera une substitution régulière de l’ordre p. 
. . . FR EE à | 
Corollaire. Vorsque le nombre premier p devient supérieur à =, une sub- 


stitution régulière et de l’ordre p, formée avec les n variables x, ee 
ne peut être qu'une substitution circulaire. Donc le 7° théorème entraîne 
encore la proposition suivante : 


6° Théorème. Soit M l'ordre du système des substitutions conjuguées 


1, P,Q,R,..., 
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formées avec les z variables x, y,2,..., et nommons p un nombre premier 
, ° 5e A . pis \ n . . eo’ 14 
égal ou inférieur à 7, mais supérieur à 3 Si M est divisible par p, lune au 


moins des substitutions 
P, Q 9 R a . L1 


sera une substitution circulaire de l’ordre p. 
Pour montrer une application du 6° théorème, supposons que, 2 étant égal 
à 5, les variables données soient 


RE DCS NU 


Au module 5 correspondront, d'une part, les racines primitives 2 et 3, 
d'autre part, l'indicateur maximum 


nm — 1 — 7, 
dont les diviseurs 
1; 91 4 


représenteront les divers indicateurs correspondants à des bases quelconques; 
et l’on conclura du troisième des théorèmes démontrés dans le & XI, qu'avec 
cinq variables on peut former non-seulement une substitution circulaire du 
cinquième ordre, mais encore un système de substitutions conjuguées dont 
l'ordre soit représenté par le produit 


RE 0 
ou par le produit 
SU 30 


Ainsi, en particulier, on pourra former, avec les cinq variables x, y, z, u, v, 
le système du vingtième ordre que composent les substitutions écrites dans 
le tableau (27) de la page 244. Cela posé, il résultera immédiatement du 
6° théorème, que tout système du dixième ou du vingtième ordre, formé avec 
les cinq variables x, y, z, u, v, comprendra, comme le système dont il est 
ici question, des substitutions régulières dont les ordres seront représentés par 
les facteurs premiers des nombres 10 et 20, c’est-à-dire des substitutions cir- 
culaires du cinquième ordre et des substitutions régulières du deuxième ordre. 

D'après ce qu'on a vu dans le $ VI (2° théorème), l'ordre M d'un système 
de substitutions conjuguées 


RON | 


est divisible par l’ordre de chacune des substitutions P, Q,R,..., et en con- 
32. 
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séquence par &, si a représente l’ordre de la substitution P. La proposition 
réciproque se vérifie, en vertu du 6° théorème, quand a est un diviseur pre- 
mier de M, c’est-à-dire qu’alors un système de substitutions conjuguées ne 
peut être de l’ordre M sans renfermer au moins une substitution de l'ordre a. 
Mais on ne devrait plus en dire autant si, l'ordre M du système n'étant pas 
un nombre premier, a représentait un diviseur non premier de M, par 
exemple le nombre M lui-même. Alors, en effet, il pourrait arriver que le 
système ne renfermât aucune substitution de l’ordre a. Ainsi, en particulier, 
si l’on pose 


P= (x, 7) (2 u), Q=(x,2)(7, 4), REIO 


les quatre substitutions 
I, | Q, R 


formeront, comme on l’a déjà remarqué dans le $ VII, un système de substi- 
tutions conjuguées; et ce système du quatrième ordre ne renfermera pour- 
tant point de substitutions du quatrième ordre, mais seulement trois substi- 
tutions régulières du deuxième ordre, attendu que P, Q,R se réduiront à 


(x, 2 (z, u), (x, z) (7 u), (x, w) (7 z). 


( 253) 


MÉMOIRE 


Sur les lignes qui divisent en parties égales les angles formés par 
deux droites, 


ET SUR LA ROTATION D'UNE DROITE MOBILE DANS L'ESPACE. 


Nous allons, dans ce Mémoire, réunir diverses formules de Géométrie 
analytique, à l'aide desquelles nous rechercherons plus tard les propriétés 
de deux systèmes de courbes tracées sur une même surface. 


$ I. — Sur les lignes qui divisent en parties égales les angles formés par deux 
droites. 


Considérons d’abord deux droites qui, partant d'un même point O, se 
prolongent indéfiniment dans des directions déterminées OA , OB. Suppo- 
sons d’ailleurs que, le point O étant pris pour origine des coordonnées, tous 
les points de l’espace soient rapportés à trois axes rectangulaires de tT 7,2; 
et que les cosinus des angles formés par les deux droites OA, OB, avec les 
demi-axes des æ, Y, z positives, soient désignés, 


pour la première droite, par &, 6, y; 


pour la seconde droite, par «,, SU 


Si, à partir du point O, on porte sur les deux droites données des longueurs 
OA, OB, dont chacune soit réprésentée par l'unité; alors &, 6, y seront 
précisément les coordonnées du point À, et «,, 6,, 7, les coordonnées du 
point B. Par suite, les différences 

a —a, 6,—6, y, — 


représenteront précisément les projections algébriques de la longueur AB 
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comptée à partir du point A. Ajoutons que, si l'on désigne par C le milieu 
de AB, les demi-sommes 
a, + a se HT 


? ? 
2 2 2 


représenteront les projections algébriques de la droite OC, comptées à 
partir du point O. D'autre part, si l'on nomme d l'angle aigu ou obtus. 
mais inférieur à deux droits, qui se trouve compris entre les directions 
OA, OB, l'angle {9 sera aigu, et l’on aura évidemment 


0) 
OC = cos - AB — sin L 


Enfin, pour obtenir le cosinus de l'angle que forme avec le demi-axe des 
x, j Ou z positives une droite prolongée dans une certaine direction , il 
suffit de diviser la projection alsébrique d’une longueur mesurée dans cette 
direction par cette longueur même. Donc, pour obtenir les cosinus des an- 
gÏes formés par la direction AB avec les demi-axes des coordonnées posi- 
tives, il suffira de diviser les différences 


a, — &, 6, — 6, f Pme : 


| Se 


par 2sin et si l'on nomme À, f., y Ces trois cosinus, on aura 
FA X,—@ 6, —6 el 
(1) À = —3 ne , v= 1. 
2 sin — 2 Sin — 2 Sin — 
2 2 2 


Au contraire, pour obtenir les cosinus À, p.,, y, des angles formés par la 
direction OC avec les demi-axes des coordonnées positives, il suffira de di- 
viser les trois demi-sommes 


ne, us. 1 
2 2 2 


Ô 
par cos-, en sorte qu'on aura encore 


(2) À — A F /v, — 


Observons au reste que la direction OC est précisément celle de la ligne qui 
divise en parties égales l'angle d compris entre les directions OA, OB. Quant 
à la direction AB, elle est évidemment parallele à celle d’une ligne qui divi- 
serait en parties égales, non plus l'angle d compris entre les droites données, 
mais l'angle x — d compris entre l’une de ces droites et le prolongement de 
l’autre. 
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Ainsi, en définitive, les valeurs de },, 2,, », déterminées par les for- 
mules (2), et les valeurs de }, 4, v déterminées par les formules (1), repré- 
sentent les cosinus des angles formés, avec les demi-axes des coordonnées 
positives, par deux lignes qui divisent en parties égales les angles d et x — 
compris entre les deux droites données, ou entre l’une de ces droites et le 
prolongement de l’autre. 

Supposons maintenant que «, 6, y et «,, 6,, y, représentent les cosinus des 
angles formés avec les demi-axes des x, y, z positives, non plus par deux 
droites qui partent de l’origine des coordonnées, mais par deux droites diri- 
gées d'une manière quelconque dans l’espace. Alors ce qu'on nommera l'angle 
des deux droites ne sera autre chose que l’angle d compris entre deux 
droites parallèles partant d'un même point; et, si l’on désigne toujours par 
À,, 14,, , ou par À, 14, ÿ les cosinus des angles formés, avec les demi-axes 
des x, y, z positives, par les lignes qui diviseront en parties égales l'angle d 
ou son supplément, les formules (1) et (2) continueront de subsister. 

Il est bon d'observer que les équations (1) peuvent être remplacées par la 
seule formule 


— 6, — 6 — 
(3) 2 sin = = “—* — He, 
2 À pe y 


et les équations (2) par la seule formule 


; Ô 6 6 
(4) A ae EEE à 
2 À, B ? 


D'ailleurs les cosinus &, 6, y des trois angles formés par une même droite 
avec les demi-axes des x, y, 2 supposés rectangulaires, vérifieront toujours 
la condition 


(5) ++ pi, 
et l’on aura pareillement 

(6) a? + 6? + y? — 1. 
On trouvera de même 

(7) Ê+p+v=: 
et 


(8) A++ =. 


es 
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Enfin, l'on aura, d’une part, 
; | 0) 
sin À — 2 sin — COS -; 
2 2 
et, d'autre part, 


Ô D 
cos d — cos? - — sin? -—- 
ps 2 


Cela posé, on tirera des formules (3) et (4), non-seulement 


: [e] 
25in0 — $ 
NET Bb, + v», 
et, par suite, 
(9) ÀÀ,+ ph, +Yv, =0; 
mais encore 
sin? à Eu (a, — a) Va,28 (eee 6) ur mé 
(10) = | 
29 __ (e+a) (6 +6) +(r, +9) 
cos” = — ; 
et, par suite, 
(11) cos d — aa, + 66, + yy,. 


La formule (r 1), bien connue depuis longtemps, est celle qui sert à exprimer 
le cosinus de l'angle compris entre deux droites en fonction des cosinus des 
angles que forment ces deux droites avec les demi-axes des coordonnées po- 
sitives, supposés rectangulaires. Quant à la formule (9), elle exprime simple- 
ment que les deux lignes qui divisent les quatre angles formés par deux 
droites en parties égales sont perpendiculaires entre elles. 


. 0) Ô Q , , . 2 
Les valeurs de sin - et de cos 5’ tirées des équations (10), sont respecti- 


vement 


in. — =VG, — a} + (6, — 6) + (y, — y} 


2 


(12) 


al 2 NET TTERFTETT 


Si l’on substitue ces mêmes valeurs dans les formules (3) et (4), on trouvera 


(13) À ie pe p . I 
RU 66 1,7 Va cs) Le 6 +0, -) 
hh) Here te - 
2 US mie Der 
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Lorsque les valeurs de &, 6, y, %,,6,, y, seront données, celles de }', p,v, 


»,, 12, v, se déduiront immédiatement des formules (13) et (14). 

Si les deux droites données représentent une droite mobile considérée 
successivement dans deux positions diverses, alors, en désignant par Aw, 
A6, A7 les accroissements que prendront les cosinus &, 6, y quand on passera 
de la première position à la seconde, on aura 


a = a+ Aa, 6,—=6+A6,, y,= 7 +47; 


et, par suite, la formule (13) donnera simplement 


X m2 y I 


(£Ô ee ? 
(18) Au A6 Ay V{ax} + (46) + (Ay} 


tandis que la première des formules (12) donnera 


(16) sin? = Ve + (6) + (A). 


6 II. — Sur la rotation d'une droite mobile dans l’espace. 


Concevons qu'une droite se meuve dans l'espace de manière que sa posi- 
tion et sa direction varient, par degrés insensibles, avec la valeur d'une cer- 
taine variable indépendante, qui sera désignée par #; et supposons d'abord, 
pour plus de simplicité, que cette droite mobile ait constamment pour ori- 
gine un certain point fixe O. Concevons encore que, ce point fixe étant 
pris pour origine des coordonnées, on rapporte tous les points de l'espace à 
trois axes rectangulaires des x, y, z. Enfin, considérons deux directions 
distinctes et successives de la droite mobile. Si l'on nomme &, 6, y les cosi- 
nus des angles que forme, avec les demmi-axes des coordonnées positives, la 
première de ces deux directions, et si l'on indique, à l’aide de la caracté- 
ristique À , l'accroissement que prend une fonction quelconque de la variable 
indépendante, tandis que la droite mobile passe de la première direction à 
la seconde, l'angle à compris entre les deux directions sera déterminé par 
l'équation (16) du $ [, c’est-à-dire par la formule 


a sing = À VAR (6) + (AP; 


et cet angle représentera ce qu'on peut appeler la rotation de la droite mo- 

bile, dans le passage d’une direction à l’autre. Soient d’ailleurs OA, OB 

deux longueurs égales à l'unité, qui se mesurent, à partir de l’origine O des 

coordonnées, sur les deux directions successives de la droite mobile, et 
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nommons À,4, y les cosinus des angles formés, avec les demi-axes des 
coordonnées positives, par la droite AB comptée à partir du point A. On 
aura encore, en vertu de la formule (15) du $I*, 


LS To M ere: 
(2) Be A6 By Via 6) + ed 


ou, ce qui revient au même, 


Aa 6 =: - 
(3) = - _ — (Aa) + (A6) + (Ay}'; 


et si l'on divise les deux membres de l'équation (3) par l'accroissement At de 
la variable indépendante t, on trouvera 


: 1 Aa 1 A6 1 Ay {Au \? A6 \2 Ay \? 
(4) mm sn = Ve) +) +) 
À At u At y At At At At 
Si au contraire on divise par At les deux membres de l'équation (1), celle 
qu'on obtiendra pourra être présentée sous la forme suivante : 


(5) RE: ME ns ie Ay\? 
! At  sin(10) er At At 
Concevons maintenant que l'accroissement At de la variable indépendante 


devienne infiniment petit; l'angle d deviendra lui-même infiniment petit, 
aussi bien que les accroissements Az, A6, Ay des variables &, 6, y: alors, 


. , A Q , Q . 0) ? . 
tandis que At décroîtra indéfiniment, la fraction e. c'est-à-dire le rapport 


entre l’augle d et l'accroissement de la variable indépendante, convergera 
vers une certaine limite que nous nommerons le module de rotation de la 
droite mobile. En désignant par # cette limite, et en observant que, pour 
des valeurs infiniment petites de Aë, les rapports 


+0 Ac ag, A} 


sin 10° a? At At 


convergent eux-mêmes vers les limites 


T, D,c, D,6, D, 7, 
on tirera de la formule (5) | | 


(6) 8 = V(D,aÿ (DEF + DE. 


De plus, quand At deviendra infiniment petit, la formule (4) donnera 
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évidemment | | 

(7) Dé TL DS = Dey= Der + (D + (D), 
ou, ce qui revient au même, 

(8) Dee DE = -Dey = +; 

et l’on en conclura | 

(9) ol Rae 


8 


Mais alors aussi, l'angle d étant infiniment petit, les deux autres angles du 
triangle isocèle OAB seront sensiblement droits, et, par suite, la base AB de 
ce triangle sera sensiblement perpendiculaire à chacun des côtés OA, OB. II 
y a plus: les droites OA, OB étant deux arêtes du cône qui a pour sommet le 
point O et pour génératrice la droite mobile, le plan qui renfermera ces 
deux arêtes se rapprochera indéfiniment, pour des valeurs infiniment petites 
de à, du plan qui touchera le cône suivant l’arête OA. Cela posé, les valeurs 
de }, , y, déterminées par les équations (9), exprimeront évidemment les 
cosinus des angles formés, avec les demi-axes des coordonnées positives. 
par une perpendiculaire menée à la droite mobile dans le plan tangent 
au cône qu'elle décrit, cette perpendiculaire étant d'ailleurs dirigée dans 
le sens qu'indique le mouvement de rotation de la génératrice du cône. 
Nous représenterons généralement le module de rotation # par une longueur 
mesurée sur la perpendiculaire dont il s'agit, et dirigée dans le même sens 
qu'elle. Dès lors les projections algébriques de ce module sur les axes des 
x, y, 3 seront évidemment exprimées par les trois produits 


BA: “BL, BUS 
ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (9), par les trois dérivées 


Nous avons supposé jusqu'ici que la droite mobile OA passait constamment 
par un point fixe O. Si cette condition n'était pas remplie, on pourrait ima- 
giner une seconde droite qui, partant d'un point fixe de l’espace, resterait 
constamment parallèle à la droite mobile OA, et le module de rotation de 
cette seconde droite, transporté parallèlement à lui-même, de manière à 
offrir pour première extrémité un point de la droite mobile, serait ce que 


s & À 


( 260 ) 


nous appellerions le module de rotation de cette dernière. Ainsi défini, le 
module de rotation de la droite mobile se confond avec la limite du rapport 
qu'on obtient quand on divise l'angle infiniment petit compris entre deux 
directions de cette droite, successivement considérée dans deux positions in- 
finiment voisines, par l'accroissement qu'acquiert la variable indépendante, 
tandis que l’on passe de la première direction à la seconde. Ajoutons que ce 
même module se mesure sur une perpendiculaire menée à la première direc- 
tion dans le plan qui la renferme, et qui est parallèle : à la seconde direction 
ou plutôt sur le demi-axe dont Le infiniment cette perpendiculaire , 
prolongée à partir d’un point situé sur la direction de la droite mobile, dans 
le sens indiqué par le mouvement de rotation de cette droite. Cela posé, 
soient toujours 
t la variable indépendante ; 
æ,$, 7 les cosinus des angles formés par la droite mobile OA avec les demi- 
axes des æ, y, z positives; 
: le module de rotation de la droite mobile; 


À, , v les cosinus des angles formés par le module de rotation + avec les 


demi-axes des æ, 7, z positives. 


Les quantités 2, À, 11, y se trouveront généralement liées aux cosinus & , 6, 
par les formules (6), (9); et, en conséquence, les projections algébriques du 
module 2 seront exprimées par les trois produits 


(10) BA 0 a Db robe TE. 
Il est bon d'observer que les cosinus x, 6, y des trois angles formés par la 


droite mobile, avec les demi-axes des coordonnées positives, vérifient l’équa- 


tion de condition 

(11) ++ —I1 

Or, de cette équation, différentiée par rapport à £, on tire 
aD,a + 6D,6 + yD,y =0o, 

et par suite, eu égard aux formules (10), 

(12) a) + 6 + yy = 0. 


Le résultat auquel nous venons de parvenir pouvait être aisément prévu; car 
l'équation (11) exprime simplement que la direction du module # est per- 
pendiculaire à celle de la droite mobile. 
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Quel que soit, sur une droite mobile, le point à partir duquel se mesure 
le module de rotation de cette droite, il est clair que la direction de ce mo- 
dule variera généralement, comme la direction de la droite elle-même, avec 
la variable indépendante {. On pourra donc rechercher non-seulement le 
module de rotation # de la droite mobile, mais encore le module de rota- 
tion v du module #, puis le module de rotation du module v, etc. On trou- 
vera ainsi successivement ce que nous appellerons les modules de rotation 
des divers ordres de la droite mobile, le module du module étant désigné 
sous le nom de module du second ordre, tout comme la différentielle de la 
différentielle d’une fonction quelconque est désignée sous le nom de diffé- 
rentielle du second ordre. Si d’ailleurs on représente par 


Pr Ko Ÿ 


les cosinus des angles que formera le module du second ordre v, ou plutôt la 
direction de ce module, avec les demi-axes des x, y, z positives, les 
quantités 


U, ®, XL) d 
auront évidemment, avec les cosinus à, ., v, des relations semblables à celles 
que les formules (6) et (9) établissent entre les quantités 

Be LV 


et les cosinus &, 8, y. Donc le module du second ordre v, et les cosinus 
9, x, des angles qui déterminent la direction de ce module, se déduiront 
des cosinus À, 1, v, à l’aide des équations 


(13) uv = ÿ(D,X) + (Dep} + (Dev, 

(14) vi—D,A, vu—D,u, vy—D,r. 

De plus, aux formules (11) et (12) on pourra joindre les formules semblables 
(15) mt 

(16) Ap+UXx+vp—0, 

dont la seconde exprime que les directions sur lesquelles se mesurent les 
modules du premier et du second ordre sont perpendiculaires l'une à l'autre. 
On obtiendra des résultats du même genre, én considérant les modules 


de rotation des ordres supérieurs au second. Ajoutons que des équa- 
tions (12), (16), différentiées par rapport à 4, on déduira des formules 
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nouvelles. Ainsi, en particulier, la formule (12) donnera 
AD,;c + up D,6 + ue +aD,1+6D,u + yD,y = 0. 
Mais, des formules (10) Jointes à l'équation (15) on tirera 
8 = ÀD,a + pD,6 + »D,Y. 
On aura donc encore 
8 + aD,À + 6D,u + yD,y = 0, 
ou, ce qui revient au même, 
(179) 8— — (aD,1 + 8D,u + yD,v), 
puis on tirera de l'équation (17), jointe aux formules (14), 
#— — v(ap + 6% + yŸ). 
D'ailleurs le trinôme 
: ap + 6x + yv 


représente le cosinus de l'angle formé par la droite mobile avec la direction 
du module v. Donc, si l’on désigne par w une longueur mesurée dans la 


LAS 
direction de la droite mobile, et par (w,u) l'angle compris entre cette direc- 
ion et celle du module », on aura 


PS / A \ 
(18) ap + 6x + yY = cos(w,v), 
et, par suite, 

ù . 
19) 8 — — v COS(ow,u). 


Cette dernière équation fournit immédiatement la proposition suivante : 

1 Théorème. Le module de rotation du premier ordre d'une droite mo- 
bile est numériquement égal au module de rotation du second ordre , projeté 
sur cette droite. Mais la droite mobile et son module de rotation du second 
ordre, projeté sur elle-même, sont dirigés en sens inverse. 


Soient maintenant 
PE DE 


les cosinus des angles formés, avec les demi-axes des X, J, 4 positives, par 
une perpendiculaire au plan qui renferme à la fois la droite mobile et son 
module de rotation # du premier ordre. On aura non-seulement 


(20) aa +6b+yc=o, 
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mais encore 


(21) Aa +ub+yc—=o, 
et, par suite, 

a ie b Le. c : 
(22) Ey—yu JA —av ap — 6 


Comme on aura d’ailleurs 
(23) ad +b+c—=:x, 
et, en vertu des équations (11),(12), (15), 

(Go — y} + — av) + (op — 6 = (at + 62 p7) 0 Hp?) — (ad + 6p += T, 
on tirera de la formule (22) 
(24) © = 


Er — Jp PA — a jeun T Qu 
La formule (24) fournira, pour a, b, c, deux systèmes de valeurs corres- 
pondants aux deux directions, opposées l’une à l’autre, suivant lesquelles 
peut se prolonger une droite perpendiculaire au plan qui renferme à la fois 
la droite mobile et le module #. Si entre ces deux directions on choisit celle 
qui réduit le double signe + au signe +, dans le second membre de la for- 
mule (24), on aura simplement 


= 


4. 


a b C 
(25) De ei an io 
et, par suite, 
(26) ay —yu, buy, C= ap — 61. 


Concevons à présent que la droite mobile qui formait, avec les demi-axes 
des x, y, z positives, des angles dont les cosinus étaient «x, 6, y, soit rem- 
placée par une nouvelle droite, savoir, par celle qui forme, avec les demi- 
axes des coordonnées positives, des angles dont les cosinus a, b, c se dédui- 
sent des équations (26). Nommons 6 le module de rotation de cette nou- 
velle droite, et Z, m, n les cosinus des angles formés par la direction de ce 
module avec les demi-axes des æ, y, z positives. Des relations semblables à 
celles que les formules (6) et (10) établissaient entre les quantités 


GOT Ru, À, D.» 
subsisteront encore évidemment entre les quantités 


a; bee 0,1; M", à 
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Donc le module 8 et les cosinus /, m, n se déduiront des cosinus &, be, à 
l’aide des formules 


(27) 6 — Y{D,aÿ + (D,67 + (D,c}, 
(28) O=D,a, 0m=D,b, 0n=D,c: 


D'ailleurs , en ayant égard aux formules (10), on tirera des équations (26) 


(29) Da—=6D;y—yDp, D,b=7yD,}—aD,r, D,c—aD,p —68D,1, 
et, par suite, è 
(30) aD, a + 6D,b + yD,c = 0, 


ce que l’on pourrait aussi conclure de l'équation (20), différentiée par rap- 
port à £ et combinée avec les formules (10) et (26). De plus, l'équation (23), 
différentiée par rapport à #, donnera : 


(31) | aD,a + bD,b + cD,c = 0; 
et des formules (30), (3r), jointes aux équations (28), on tirera 


al+ 6m+yn—=o, 


. al + bm + cn = 0. 


Or, pour obtenir les équations (32), qui sont linéaires par rapport à 
l, m,n, il suffit évidemment de remplacer, dans les équations (12) et (21), 


mt n Fr 
À par /,p par m, y par ». Donc les valeurs des rapports 7° > tirées des 
formules (32), seront respectivement égales aux valeurs des rapports 


ms c: tirées des formules (12) et (19); et l'on aura 


À 
Ce sr m v in LL 
17 17 ÉTRPRET 14 
ou, ce qui revient au même, 

l m ñn 
puis, en ayant égard à l'équation (15) et à la suivante, 
(34) (+ m + n=:x, 

on conclura de la formule (33) 
) l m ñn 
= Ro -— + 
(35) La” : I 
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Donc la direction, sur laquelle se mesurera le module de rotation ÿ, ne 
pourra être que la direction sur laquelle se mesurait déjà le module de rota- 
tion #, ou la direction opposée. On arriverait encore , sans calcul, aux mêmes 
conclusions , en se bornant à comparer les formules (32) aux formules (12) 
et (21), et en observant que ces formules fournissent, pour direction du 
module 8 ou du module », celle d'une perpendiculaire aux deux droites qui 
forment, avec les demi-axes des x, y, z positives, des angles dont les cosinus 
sont, d’une part, «, 6, y, et, d'autre part, a, b, c. D'ailleurs, rien ne déter- 
mine à priori le signe qui doit précéder l'unité dans le dernier membre de 
la formule (35). On peut donc énoncer la proposition suivante : 

>° Théorème. Si, après avoir construit le module de rotation d'une 
droite mobile, on élève une perpendiculaire au plan qui renferme à la fois 
ce module et la droite elle-même, le module de rotation 9 de cette perpen- 
diculaire et le module de rotation # de la droite mobile se mesureront sur un 
même axe; mais ils pourront offrir ou une direction unique ou des directions 
opposées. 

Revenons maintenant aux formules (29). De ces formules, jointes aux 
équations (14) et (28), on tirera 


(36)  Gl—v(8y— 7x), Om—=u(yp — a), On = v(ax — 69), 
et par suite, eu égard à la formule (34), 
0 — [y — yxŸ + (ve — ad) + (ax — So], 
ou , Ce qui: an au même, 
(37) 0 = 0 (6 — yx) + (yp — aÿ} + (ax — 6}. 


Mais, d'autre part, en ayant égard aux formules (11), (18) et à l'équation 


(38) gp? + y + dt — , 
on trouvera 

(Gp —yx) + (7? — ab) + (ex — 69) = (et + 624 77) (9 ++ 47) — (up + 6x + 78) 

A : A 
— 1 — cos? (w,v) — sin? (w, v). 
Donc la formule (37) donnera 
PAS 

(39) 0 = y sin (w,u). 

. , A , À =e 
Mais v sin (w,v) représentera évidemment le module du second ordre v 
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projeté sur un plan perpendiculaire à la direction de la droite mobile. Donc 
la formule (39) entraînera immédiatement la proposition suivante : 

3° Théorème. Si, après avoir construit les deux premiers modules de rota- . 
tion d'une droite mobile, c'est-à-dire les modules de rotation du premier et 
du second ordre # et v, on élève une perpendiculaire au plan qui renferme 
à la fois ce module et la droite elle-même, le module de rotation de cette 
perpendiculaire se déduira aisément du module du second ordre v, et sera 
numériquement égal à la projection de ce module sur un plan perpendicu- 
laire à la droite. 

En ayant égard à l'équation identique 


A : A 

cos? (w,u) + sin?(o,v) — 1, 
on tire immédiatement des formules (19) et (39) 
(40) 8 +0 =. 


On arriverait aussi à la même conclusion, en observant que l'on tire des for- 
mules (28) et (29) 


G@ —($D,, — yD,u} +(yD,A — aD,v} + (aD,u — 6D,1}), 
et de cette dernière, jointe aux formules (11),(17) et (14), 
8 +6? —(D,X} + (Du) + (Div) = v?. 


On peut donc énoncer encore la proposition suivante : 

4° Théorème. Si, après avoir construit les deux premiers modules de rota- 
tion d’une droite mobile, c'est-à-dire les modules du premier et du second 
ordre # et v, on élève une perpendiculaire au plan qui renferme à la fois le 
module du premier ordre # et la droite elle-même, le module de rotation 8 
de cette perpendiculaire offrira un carré @?, qui, étant ajouté au carré #? du 
module du premier ordre #, donnera pour somme le carré v? du module 
du second ordre v. 

Jusqu'ici nous n'avons point spécifié la nature de la variable indépen- 
dante £. Dans le cas particulier où cette variable représente le temps, et où 
la droite mobile OA passe par un point fixe O, le module #, c'est- 
à-dire le module de rotation du premier ordre de la droite OA, n’est évi- 
demment autre chose que la vitesse du point A situé sur la droite mobile à 
l'unité de distance du point fixe. Donc älors le module de rotation # se ré- 
duit à ce qu'on doit appeler la vitesse angulaire de rotation de la droite mo- 
bile, Alors aussi, pour établir directement les formules (10), il suffit d'ob- 
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server que, le point O étant pris pour origine, 
d, 6, Da: D.6, D7 


représenteront, d’une part, les coordonnées du point À, et, d’autre part, les 
projections algébriques de la vitesse de ce même point, ou, ce qui revient 
au même, les projections algébriques de la vitesse angulaire de rotation de 
la droite OA. 

Si, le temps & étant toujours pris pour variable indépendante, la droite 
mobile OA se meut d'une manière quelconque dans l’espace, en chan- 
geant de position et de direction par degrés insensibles, mais sans être assu- 
jettie à passer constamment par le même point fixe O, la vitesse angulaire 
de rotation de cette droite ne sera autre chose que la vitesse angulaire de ro- 
tation d'une droite parallèle, par conséquent d’une droite qui formera 
les mêmes angles avec les axes coordonnés. Donc, si l’on nomme tou- 
jours &, 6, y les cosinus des trois angles formés par la droite mobile avec les 
demi-axes des x, y, z positives, la vitesse angulaire # de cette droite offrira 
encore des projections algébriques représentées par les trois dérivées 


D, x, D,6, D, 7, 


et ces trois dérivées seront encore liées à la vitesse angulaire et aux cosinus 
À, 1, y des angles que formera la direction de la vitesse 2, avec les demi-axes 
des æ, y, 3 positives, par les équations (9). 


$ IT. — Modules de rotation d’une droite mobile qui s'appuie constamment sur une 


courbe donnée. 


Supposons qu'une droite mobile s'appuie constamment sur une courbe 
dont les coordonnées, relatives à trois axes rectangulaires, soient repré- 
sentées par 

A 202 


Nommons s l'arc de cette courbe, compté positivement dans un certain 


sens, et aboutissant au point (x, y, z). Prenons cet arc pour variable indé- 
pendante, et soient 
as 6, y 


les fonctions de s qui représentent les cosinus des angles formés, par la droite 
mobile prolongée dans une certaine direction, avec les demi-axes des AT, 2 
positives. Enfin, As étant un très-petit accroissement attribué à Parc s, nom- 
mons Ÿ l'angle infiniment petit que décrit la droite mobile tandis’ que son 


SU 
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point d'appui sur la courbe donnée parcourt l'arc infiniment petit As; en 
sorte que d désigne l'angle compris entre les deux directions extrêmes de la 
droite mobile correspondantes aux deux extrémités de l'arc As. Si par la pre- 
mière de ces deux directions on fait passer un plan parallèle à la seconde, et 
si, dans ce plan, on porte une longueur numériquement représentée par le 


rapport =, sur une perpendiculaire à la première direction, cette perpen- 


diculaire étant prolongée dans le sens indiqué par le mouvement de rotation 
de la droite mobile OA ; le rapport dont il s’agit, ou plutôt la limite + vers 
laquelle convergera ce rapport, tandis que l'arc élémentaire As deviendra de 
plus en plus petit, représentera, en grandeur et en direction, d’après les dé- 
finitions adoptées dans le $ H, ce qu’on devra nommer le module de rotation 
de la droite mobile. Soient d’ailleurs 


À, Li, v 


les cosinus des angles formés, par la direction du module », avec les demi- 
axes des coordonnées positives. Les valeurs des quantités 


Bi À; Les. Ÿ 


seront celles que fourniront les équations (6) et (10) du $ IF, quand on y rem- 
placera la variable indépendante £ par la variable indépendante s. On aura 


donc 

(1) = W(D,a) +(D.6) + (D,7} 
et 

(2) = De, eu Dé #=D,y. 


Pareillement, si l'on nomme v le module du module de rotation de la 
droite mobile, ou, en d’autres termes, le module de rotation du second 
ordre, et o, 7, 4 les cosinus des angles formés, par la direction du module y, 
avec les demi-axes des x , y, z positives, on aura, en prenant toujours l'arc s 
pour variable indépendante, 


(3) v = Y(D,À) + (Du) + (D,v}, 
(4) vp—DMà, uy = Du, vd —D,r. 

Enfin, si par un point de la droite mobile on élève une perpendiculaire 
au plan qui renferme, avec cette droite, son module de rotation du premier 


ordre, non-seulement cette perpendiculaire, prolongée dans un certain 
sens, formera, avec les demi-axes des x, y, z positives, des angles dont les 
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cosinus «a , b, c seront déterminés par les formules 
(5) a—=8»—yn, b—yi—av, c—an—6; 


mais, de plus, le module de rotation 9 de cette perpendiculaire, considérée 
comme fonction de l'arc s pris pour variable indépendante, sera déterminé 
par la formule 


(6) 9 = V(D,aÿ +(D,6ÿ +(D,c}, 


et se mesurera sur le même axe que le module +, sans que l'on puisse toute- 
fois affirmer qu'il se mesurera dans le même sens. 

Soit maintenant w une longueur mesurée sur la droite mobile, et sur la 
direction même qui forme, avec lesdemi-axes des x, y, zpositives, les angles 
dont les cosinus sont représentés par &,6, y. Si l'on se sert de la notation 


Ca ‘ . . Po 
(w,u) pour exprimer l'angle compris entre les directions de w et de v, on 


aura, en vertu des formules (19), (39), (40) du $ 1, 

LA | A 
(7) 8— —uycos(o,v), 0—=usin(o,v), 
et, par suite, 

(8) 8? + 0? — v*. 


Donc, si l'on projette le module du second ordre v: 1° sur la droite mobile, 
2° sur un plan perpendiculaire à la direction de cette droite, les projections 
ainsi obtenues seront exprimées numériquement par le module du premier 
ordre #, et par le module 4; et ces deux derniers modules pourront repré- 
senter les deux côtés d’un triangle rectangle qui aurait pour hypoténuse le 
module 2. 

Concevons à présent que l’on désigne par les lettres 


pr, ? 
les rapports inverses des modules 
ge, 44. #: 
en sorte qu'on ait 
sm : D sm L ET ee I 
(9) Pub Te ee 
et, par suite, 
I 1 } à 
(10) gi), 0—-» y —=-- 
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Chacune des quantités 
Pr T,x 


pourra être représentée, comme le module qui lui correspond, par une lon- 

gueur portée sur la direction de ce module, On peut même observer qu'elle 

se trouvera tout naturellement représentée par une longueur, si l'on ex- 
n . , : 

prime, suivant l'usage, les angles par de simples nombres. Car la quantité p, 

par exemple, étant l'inverse du module # qui représente la limite du rapport 


0 À “ee As 
x;” Sera elle-même la limite du rapport 7 Elle sera donc de même nature 


que e rapport, et, par suite, de même nature que l'arc As, si l'angle d est ré- 
duit à un simple nombre. Donc alors la quantité 2 sera de la nature des lon- 
gueurs. Ajoutons qu'en vertu des formules (9) ou (ro), les équations (1), (2), 


(3), (4), (6) donneront 


(11) | == (D,2) + (D,8P + (D,77; 
(19) A—pD.o, u—9D,6, v=pD,y, 
(13) == VD, + (Du) +(D,vy, 
(14) œ—tD,À, x=:D,u, V—=rD,», 
(15) = = {Da} + (D, E(D,cÿ. 


- 
Observons enfin que, la longueur + étant mesurée sur la direction du module 
LAN 
, A . , . FAN 
v, l'angle (w, v) pourra être encore exprimé par la notation (o,+). Donc les 


formules (7), jointes aux équations (10), donneront 


(16) — — — + cos (w,+), 


Fe 9e 
: —= Sin (w,+), 


I 
r 


tandis que la formule (8) donnera 


(17) a 


Pour montrer une application très-simple des formules diverses que nous 
venons d'établir, considérons, en particulier, le cas où la droite mobile se 
confond avec la tangente menée à la courbe proposée par l'extrémité de 
l'arc s, c'est-à-dire par le point dont les coordonnées sont Æ,Y, z; cette 
tangente étant d'ailleurs dirigée dans le sens suivant lequel se mesurent les 
arcs positifs. Dans ce cas, les cosinus a, 6, y des angles formés par la droite 
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mobile avec les demi-axes des x, y,'3 positives seront respectivement 
(18) a=D,;x, 68=D,;y, y—Diz. 


Alors aussi à sera l'angle compris entre les deux tangentes menées par les 
deux extrémités de l'arc As. En d’autres termes, d sera ce quon nomme 
l'angle de contingence; et, comme l'arc As, compté à partir de l'extrémité 
de l'arc s, sera d'autant plus courbe que l'angle d sera plus considérable, le 
rapport 

0) 


As 


représentera naturellement ce qu'on peut appeler la courbure moyenne de l'arc 
As. Ajoutons qu’en faisant décroître indéfiniment l'arc As, on verra sa cour- 
bure moyenne converger vers une certaine limite # qui sera précisément ce 
qu'on appelle la courbure de l'arc s, mesurée à l'extrémité de cet arc. Donc 
cette courbure ne différera pas du module de rotation de la tangente, déter- 
miné par la formule (1). Quant aux cosinus À, pu, v des angles formés, avec 
les demi-axes des x, y, 2, positives, par la ligne sur laquelle se mesurera le 
module 2, ils seront déterminés par les formules (2) desquelles on tirera, eu 
égard à la formule (1), 
À y I 


(19) = = =5 = , 
oi De CR OI 


ou, ce qui revient au même, eu égard aux équations (18), 


(20) NP UE NE I 
| Dia Dr  ODée Mn: +(ner +(D2) 


Donc cette ligne sera non-seulement une perpendiculaire à la tangente, ou, 
en d’autres termes, une des normales menées à la courbe par le point 
(x, ÿ, Z), mais encore celle de ces normales qui a été désignée sous Le nom 
de normale principale, et qui se trouve comprise dans le plan osculateur. 
(Voir les Leçons sur les applications du Calcul infinitésimal à la Géomc- 
trie, tome [*, page 287.) 

Si la courbe donnée se réduit à un cercle, l'angle de contingence d sera 


équivalent à l'angle au centre qui renfermera l'arc As entre ses côtés. Donc 


As à 
le rapport 3 représentera le rayon du cercle, et ce rayon sera encore re- 


, , . . I A , 
présenté par la limite = de ce rapport, c'est-à-dire par la longueur g. Donc, 
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dans un cercle, le rayon p est l'inverse de la courbure &, et, réciproquement, 
la courbure 2 est l'inverse du rayon p. Donc, si, après avoir désigné par # la 
courbure d’une courbe quelconque en un certain point (x, y, z), on nomme 
2 une longueur liée à la courbure # par la première des équations (9), cette 
longueur sera le-rayon d'un cercle qui offrira la même courbure que la 
courbe, ou, en d’autres termes, elle sera ce qu’on appelle le rayon de cour- 
bure de la courbe donnée au point (x, y, z). Si cette même longueur est 
portée, à partir du point (x, y, z), dans le sens suivant lequel se mesurait 
le module de rotation de la tangente , elle aboutira au point appelé le centre 
de courbure, et le cercle décrit de ce dernier point, comme centre, avec 
un rayon égal au rayon de courbure, sera le cercle qui aura un contact du 
second ordre avec la courbe, et que l'on nomme, pour cette raison, le cercle 
osculateur (voir les Leçons déjà citées). Cela posé, il suffira évidemment 
d'attribuer aux cosinus &, 6, y les valeurs fournies par les équations (18), 
pour que la valeur de £, déterminée par la formule (11), représente le rayon 
du cercle osculateur, et pour que les valeurs de À, u, », déterminées par 
les formules (12), représentent les cosinus des angles formés, avec les demi- 
axes des æ, y, z positives, par la droite menée du point (x, y, z) au centre 
de courbure. Observons, au reste, que les équations ainsi obtenues, savoir : 


(21) - = Y(D,x} + (D,7} + (D,z}, 


0 


(22) = Dix, p—pDiy, v= D, 


entrainent la formule (20), à laquelle on parvient en égalant entre elles 
les quatre valeurs que ces mêmes équations fournissent pour le rayon de 
courbure p. 

Considérons maintenant, parmi les modules de rotation de la courbe don- 
née , celui qui est du second ordre. Ce module, déterminé par la formule (3), 
et mesuré dans une direction qui forme, avec les demi-axes des coor- 
données positives, des angles dont les cosinus ©, 7,4 se déterminent par 
les formules (4), sera ce que j'ai nommé la seconde courbure, et ce que 
M. de Saint-Venant appelle la cambrure de la courbe proposée. L'inverse 
de ce même module, ou le rayon :, déterminé par la formule (13), sera 
le rayon de seconde courbure ou le rayon de cambrure, qui se mesurera 
sur la droite tracée de manière à former, avec les demi-axes des coordon- 
nées positives, des angles dont les cosinus ©, 4, 4 seront déterminés par 
les équations (14). Supposons d'ailleurs que par le point (x, y, z) de la 
courbe donnée on mène une droite perpendiculaire au plan osculateur. 


(28 ) 
Cette droite, étant perpendiculaire à la tangente et au rayon de courbure , 
sera précisément celle qui, prolongée dans un certain sens, forme, avec les 
demi-axes des x, y, 3 positives, des angles dont les cosinus a , b, c se déter- 
minent par les formules (5); et si, en nommant 0 le module de rotation 
de cette droite, on représente le rapport inverse de ce module par une lon- 
gueur r mesurée sur cette même droite dans le sens que nous venons d’indi- 
quer, la longueur r, le rayon de courbure p et le rayon de cambrure + véri- 


fieront la formule (17), en vertu de laquelle - et : seront les deux côtés 


d’un triangle rectangle qui aura pour hypoténuse =. Ajoutons que si l'on dé 
un triangle rectangle qui aura pour hypoténuse =. Ajoutons que si l'on dé- 
signe par © une longueur mesurée sur la tangente à la courbe donnée, dans 


. LD . 4 A 
le sens suivant lequel se mesure positivement l'arc s, et par (w, +) l'angle que 
forme cette tangente avec le rayon de cambrure, les longueurs 4 et r seront 


liées à la longueur + et à l'angle (ur) par les équations (16). La formule (17) 
a été donnée par M. de Saint-Venant { dans le tome XIX des Comptes ren- 
dus des séances de l’Academie des Sciences), et, comme il l'a remarqué 
lui-même, elle se trouve implicitement comprise dans une équation de 
M. Lancret. 
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MÉMOIRE 


SUR 


QUELQUES PROPRIÉTÉS DES RÉSULTANTES A DEUX TERMES. 


$ I. — Formules analytiques. 


Considérons deux systèmes de variables dont les unes, en nombre égal 
à z, soient représentées par les lettres italiques 


(x) TL, PJ; Zee) 


les autres, en pareil nombre, étant représentées par les lettres romaines 


(2) LV 


Concevons, d’ailleurs, que l’on range quatre de ces variables sur deux lignes 

horizontales et en même temps sur deux lignes verticales, en plaçant, dans 

la première ligne horizontale , deux termes de la suite (1), et, dans la seconde 

ligne horizontale, les termes correspondants de la suite (2). On obtiendra 

6 % P \ 

ainsi un tableau de la forme 

XL, J 

(3) 
X; Ÿ; 


et si, après avoir construit, avec les quatre termes de ce tableau , les deux 


produits 
LY, V2; 


dont chacun a pour facteurs deux variables situées non-seulement dans les 

deux lignes horizontales , mais encore dans les deux lignes verticales, on re- 

tranche le second produit du premier, la différence ainsi trouvée, savoir, 
XY — FX; 

sera une résultante composée seulement de deux termes, l'un positif «y, 


| + 


( 295 ) 
l’autre négatif — xy. Or, les résultantes de cette espèce jouissent de quelques 
propriétés qui méritent d'être remarquées, et dont l'énoncé fournit diverses 
propositions que nous allons établir. 


1" Théorème. Soient 
; u, Ÿ 


deux fonctions homogènes et linéaires des n variables 


T3 TP Ze L .; 
et nommons 
u, v 


‘ ce que deviennent les fonctions 4, quand on remplace les 7 variables 
x, Y,%.. parn autres variables 


se Ye Use: 
La résultante formée avec les quatre termes du tableau 


| u, Ÿ, 
V 


(4) Le 


c'est-à-dire la différence 
UV — UV, 


sera une fonction homogène et linéaire des résultantes 
(5) TY—XY; XZ— XB..e, PE — Ya.) 


dont chacune est fournie par un tableau qui renferme pareillement quatre 
termes , savoir, deux termes quelconques de la suite 


L,y Po Ze.) 
écrits au-dessus des termes correspondants de la suite 
x, Vi 
Démonstration. Supposons 
(6) u— Xx +Fr+Zi+..., v=Xx+Yy +Lz+..., 


X,F7,Z,...,X, Y,Z,... étant deux coefficients constants. Puisque u et v 
sont ce que deviennent & et # quand aux variables x, y,2,... on substitue 
les variables x, y, z,...; les équations (6) entraîneront les suivantes : 


(7) u— Xx +Fy+Z+.. ss wv=Xx+Yy+Zz+...… 
35. 


( 276 ) 


Cela posé , on aura identiquement 


(8) uv — uv = (Xx + Fy + Zz+...) (Kx + Yy + Zz+...) 
— (Ax + Fy+Zz+...) (Xe + Yyr+Zz+...) 


Or, en vertu de l'équation (8), la résultante binôme wv — uv sera évidemment 
composée de plusieurs parties respectivement proportionnelles aux coeffi- 
cients #, F,Z,.... D'ailleurs, la partie proportionnelle au coefficient X, 
étant le produit de ce coefficient par la différence 


AV — XO— (XX +Yy+Z2+...)x — (Xx + Yy + Z2+...)x 
= Y(xy — xy) + L(xz — xz) +... 

sera , ainsi que cette différence elle-même, une fonction homogène et linéaire 
de plusieurs termes de la suite (5); et l'on pourra en dire autant des diverses 
parties qui, dans le développement de la résultante wv — uv, seront respecti- 
vement proportionnelles aux coefficients F,Z. Donc cette résultante sera une 
fonction homogène et linéaire des divers termes de la suite (5). 

2° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème pré- 
cédent, écrivons l’une au-dessus de l’autre, non-seulement les deux suites 
de variables 


(9) 


Ly Ps Ze... 


nr 
mais encore les deux suites de coefficients 


KP AN ER 
RO 70: 


(ro) 


qui représentent les constantes par lesquelles les variables 


ZX, ÿ: Z,-.. 


se trouvent respectivement multipliées, 1° dans la fonction #, 2° dans la fonc- 
tion v; et considérons, outre les résultantes 


(5) LY XV, LB KB)  YZ— Yasre ts 


dont chacune est formée avec quatre termes compris dans deux lignes verticales 
du tableau (0), les résultantes semblables 


(11) BE XV, ZE KE. Be Ms. ci, 
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qui se déduisent des premières quand on remplace les termes du tableau (9) 
par les termes correspondants du tableau (10). Il suffira de multiplier chaque 
terme de la série (5) par le terme correspondant de la série (1 r), puis d'ajouter 
entre eux les divers produits ainsi formés, pour obtenir une somme équiva- 
lente au produit de la résultante 

uv — uw; 
en sorte qu'on aura 


(12) uv — up = Z(XY —XF)(xy — x7), 


le signe X indiquant une somme de termes semblables entre eux. 
Démonstration. En effet, pour obtenir le coefficient de l’un des termes de 
la série (5), par exemple du binôme 


TY — X}, 
dans le développement de l’expression 
UV — U, 


il suffira de chercher le coefficient du produit xy dans le développe- 
ment du second membre de la formule (8). D'ailleurs, ce dernier coeff- 
cient sera évidemment celui que l’on obtiendra si l’on suppose réduits à zéro 
tous les termes de la série (1), à l'exception du premier x, et tous les termes 
de la série (2), à l'exception du second y; et, comme , dans cette hypothèse, 


on aurait 
u—= À , V— Xæx, 


FES PR = 
par conséquent 
uv —uvy—=(XY — XF )xy, 


nous devons conclure que , dans le développement général de l'expression 


UV — uy, 
le coefficient du binôme 
LA Eu 4 
sera 
AY — XF. 


Corollaire. Si, dans la formule (r2), on substitue, pour #,v,u, v, leurs 
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valeurs tirées des formules (6), (7), on obtiendra l'équation identique : 


3) Xe kr + Pre) (Rx + Yo Pau.) 


Ÿ 


— (Ax + y + Z2+...) (Xx+ Yy + Zz+....) 
= (ZXY — XF )(xy — x). 
Cette équation, qui était déjà connue, comprend évidemment les 1° et 
2° théorèmes. 
3° Théorème. Soient 


(14) UV Mis, 
et 
CE U VW... 


deux suites composées d’un pareil nombre de termes, dont chacun représente 
une fonction homogène et linéaire des 7 variables x, y, z,.... Soient encore 


(16) U, V, Wjcév 
et 
(17) U VW: 


ce que deviennent les deux premières séries quand on remplace les variables 
æ,Y,2... par les variables x,y,z,.... Concevons, d'ailleurs, que l’on 
ajoute entre eux les termes de la série (14) ou (16), respectivement multipliés 
par les termes correspondants de la série (15) ou (17), et construisons ainsi 
les quatre sommes 


(18) P=Uu+Vvo+Ww+..., Q—=Uu+Vo+Wiw+..., 
i 
|Q=Uu+Pv+Ww+..., P = Uu + Vv + Ww +... 


La résultante 
PP QQ, 
formée avec ces quatre sommes, dépendra uniquement des binômes qui re- 
présentent les divers termes de la série (5), et sera une fonction de ces bin6- 
mes, non-seulement entière, mais encore homogène et du second degré. 
Démonstration. Concevons qu'avec les termes des suites (14) et (16), pris 
quatre à quatre, on forme les résultantes 


(19) UV uŸ,  UW — UW,:.., OW = VW, 
et, avec les termes correspondants des suites (15) et (17), les résultantes 


(20) UN = U7, UW— UF... PWLNW,..….. 


(fa7g ) 
Eu égard au 2° théorème, il suffira de multiplier chaque terme de la série (19) 
par le terme correspondant de la série (20) pour obtenir la résultante 


_PP— Q0. 


On aura donc 
(21) PP — QO.= (UV --UP) (ux,- uv), 


le signe X indiquant-une somme de termes semblables entre eux. D'ailleurs, 
en vertu du 1% théorème, chacun des. binômes (19) ou (20) sera une fonction 
homogène et linéaire des termes de la série (5). Donc tout produit de Ja:forme 


(UY — U7°)(uv — us) 


sera une fonction de ces mêmes termes, entière, homogène et du sécond 
degré , aussi bien que la résultante binôme 


PP — QQ, 


représentée par une somme de semblables produits. 
Corollaire 1°. Il est bon d'observer qu'en vertu des formules (18), P sera 
une fonction des variables x, y, z,..., non-seulement entière, mais encore 
homogène et du second degré. De plus, P sera évidemment ce que devient P, 
et Q ce que devient ©, quand on remplace les variables x, y,2,... par les 
variables x, y,2, : . . 
Corollaire 2°. Si l’on réduit les fonctions 


CES M 
aux variables 

CAE PR TUE 
les fonctions 

| BEL A L'ÉPE 


se réduiront elles-mêmes aux variables 
x NS A TPE 8 
et la valeur de P, déterminée par la première des formules (18), deviendra 
P=ux +vy+wz+.... 


Si d’ailleurs les fonctions linéaires, par lesquelles les variables x, y,3,... se 
trouvent respectivement multipliées dans cette valeur de P, sont représentées, 
non plus par diverses lettres 


U,:9,,0,...; 
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mais à l’aide de la seule lettre P successivement affectée des indices #, y, 2, 
c’est-à-dire à l’aide des notations 


PNR Rho es 


et si, pareillement, pour exprimer ce que deviennent ces mêmes fonctions 
linéaires quand on remplace les variables +, y,z,... par les variables x, y, z,..., 
on se sert, non plus des lettres 


SOU Ce. LE 


mais des notations 
Pr P,, be: L 5 


alors, à la place du 3° théorème, on obtiendra la proposition suivante : 
4° Théorème. Soient 

(22) des Enr 

n fonctions homogènes et linéaires de n variables 


XL, iÆ Z3 ._.. ] 
et nommons 


(23) Pas Pys Paso. 


# 


ce que deviennent les fonctions P,,P,, P,,... quand on remplace les n va- 
riables x, y,3,... par » autres variables 


ON ri. 
Concevons, d’ailleurs, que l'on ajoute entre eux les termes de la suite 


Pa; Py, Pise. 


ou de la suite | 
P,, P,, | AN TRSS 


respectivement multipliés par les variables 


CORRE PU A 
ou par les variables 
JPA PT 


2.0: 
Q, P, 


les quatre sommes ainsi obtenues, P étant eelle qui renferme les seules va- 


et nommons 


( 28r ) 
riables x, y,z,...,et P celle qui renferme les seules variables x,y,,..., en 


sorte qu’on ait 


jP=xP;+ yP,+2P,+.. , sQ=aP,+yP,+1P,+..., 


sé LQ=2P; + 7P, + 2P, +... P = xls + yP, + zh +... 


La résultante 


PP — QQ, 


formée avec ces quatre sommes, dépendra uniquement des binômes qui re- 
présentent les divers termes de la série (5), et sera une fonction de ces binô- 
mes, non-seulement entière, mais encore homogène et du second degré. 

Corollaire 1%. Il est bon d'observer qu'en passant du 3° théorème au /°, 
on obtiendra, au lieu de l'équation (21), la formule 


(25) PP — QQ=—25(P,P, — P.P,)(xy —xr). 

Supposons maintenant que, $, £ étant deux termes quelconques de la suite 
Hs Je. 

et s, t les deux termes correspondants de la suite 
À, Na dress 


on désigne par P,,, le coefficient de £ dans la fonction linéaire P.. Alors 
P,, sera une constante qui représentera encore le coefficient de t dans la 
fonction linéaire P,, et la formule (25) pourra s’écrire comme il suit : 


(26) PP — 00 = EPP — P.P)(t— st), 


le signe ZX indiquant une somme de termes semblables entre eux. Comme on 
aura d’ailleurs 


. 7) Ps=xPsxt 7 Psy + 2P,,3 +. Pr =xP,,x RP, Fab, 
(a 
Von? / 
Ps = xP,s + Por + 2Pss es Pi Pass + le, +2P,, +, 


il suffira de substituer aux formules (6) et (7) les formules (27), pour obtenir, 
à la place de l'équation (12), l'équation semblable 

(28) P,P.— Pr — APT, + Praty) (xy vu xy). 

Cela posé, on tirera de la formule (26), jointe à l'équation (27), 


(29)  PP— QQ = EP, Pr, — PixPs,y (St — st)(æy — xy), 
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( aôa: ) 


les deux signes ZE indiquant une double somme de termes semblables que 
l'on obtiendra en remplaçant successivement chacun des binômes 


st— st, Xy—xY 
par les divers termes de la série (5). Ajoutons qu'en vertu de la première des 
équations (27), on aura 
Pr =xP,; PYPey tal, +... 
(30) 5 = LPys pl, + api, +... 
ee — LXP,,> + S&P + 2P,,+..., 
etc., 
et qu'en conséquence la première des formules (24) donnera 
CR à où M 
AT (Port Pix) +2 Pos + Pix) +. AP, HP )+..… 
tandis que la seconde donnera 
GR Op RP 2h 1... 
RATES PRYE, Li, Core +... +y2P,,:+ y2l,,, +... 
Au contraire, la quatrième et la troisième des formules (24) donneront 
69 P=xPe à Veste, 
AY Pay + Phe) x Past Prz)t eee + yz (PrsreP,,)+.: 
CRU a Re 22 |... 
NRA LR, | xeh, | . +y2P,,:+y2P,,,+….. 


Corollaire 2°. Si le coefficient constant de # dans P, devient généralement 
égal au coefficient constant de s dans P,, en sorte qu'on ait 


(35) Ps = Pie; 
alors les formules (31), (32) donneront 


(36) PP, 2 + Phi Bu h... 


HaxryP,.,+anzk, +... La YZP,,: +., 
et 


(37) QT rh + LEP 
+ (xy +xr)Pe,, + (az + xX2)P,,5 +. + (y2 + y2)P,,:+.. 


(265) 
D'ailleurs, les valeurs des coefficients 
Fe; Fr PES Pr: eo ee 


pouvant être choisies arbitrairement, la fonction P déterminée par la for- 
mule (36) pourra être, parmi les fonctions entières de x, y,2,..., l'une 
quelconque de celles qui seront homogènes et du second degré. Quant à la 
fonction P, elle sera toujours ce que devient P quand on remplace les va- 
riables x, y,2,... par les variables x, y,z,..., en sorte qu'on aura 


38) P—= XP, + YBR Arles 
Y Enh À 
; +oxyP,,; +oxzP,.+..,+2yzP,,, +... 


Ajoutons que, si l'on désigne par s, £ deux quelconques des termes de la 
suite 
Ty Ps Zoe.) 


et par s, t les deux termes correspondants de la suite 
RS TER 


il suffira, pour obtenir la valeur de © déterminée par l'équation (37), de 
remplacer généralement, dans la valeur de P, le carré s°? d’une variable par 
St + sf 

— 


le produit ss, et le produit st de deux variables par la demi-somme 


Enfin, comme la valeur de © ainsi formée ne sera point altérée quand on 
échangera entre eux les deux systèmes de variables 


T, Hs Lije 0 


X 2 x 2 Z 9? . + À 
il en résulte qu'on aura, dans l'hypothèse admise, 
(59) Q—0, 
et que, par suite, la résultante 


PP — QQ 
PP — Q:. 


sera réduite à la forme 


Cela posé, l'équation (29) deviendra 
(Go) PP Q'—5s(P, PP P ONSt = st}(xy — nr 


et le 4° théorème entraînera évidemment la proposition suivante : 


36. 


‘ 
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5° T'héorème. Soit P une fonction des r variables 


Œ J' Zyves 


entière, homogène et du second degré. Nommons P ce que devient P quand 
on remplace les n variables x, 7, z,... par 7 autres variables x, y, z,.... 
Enfin, nommons Q ce que devient P quand on y remplace les carrés 


2 2 
ie 


CHR à 
des variables x, y, z,... par les produits 


Lx PV ZE, 5: 
et les produits 


1 42: 7h. 


des variables x, y, z,..., combinées deux à deux, par les demi-sommes 


TY + XY TZ + XZ LE Ne 
ES Ra ro 
La différence 
PP —:Q° 


dépendra uniquement des binômes 
MN = APS AZ LE .4, JL VL,..., 


et sera une fonction de ces binômes, non-seulement entière, mais encore 
homogène et du second degré. Ajoutons que si, s, £ étant deux quelconques 
des variables 


L', À Z,-.to 


ou désigne par P,,, le coefficient du carré s?, et par 2P,, le coefficient du 
produit s£ dans la fonction P, on aura non-seulement 


(36) PL Lt Fiss 2. , |... 
NAS A2, +. apeh +... 
mais encore 


(40) PP O0", Pi —-P,.P;,)(t ET — xr), 


les deux signes ZX désignant une double somme de termes semblables, que 
l'on obtiendra en remplaçant successivement, dans le second membre de la 
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iormule (40), chacun des binômes 
PU y AN — XY 
par les divers termes de la suite (5). 

Corollaire 1*. n étant le nombre des variables x, y, z,..., le nombre 
des termes de la suite (5) sera mie et, en remplaçant successivement 
chacun des binômes 

SC MES AN — 17 
par ces divers termes dans le produit 
(41) (Poe Pey — PozPiy)(St— st)(y — xy), 


on obtiendra, en tout, 
n(n—1) |? 
Le 


produits dont la somme constituera le second membre de l'équation (40), ou 
la valeur de la différence PP — OQ?. D'ailleurs, lorsque les deux binômes 
, q 


sSt—st, Xy —xÿ 
deviennent égaux, c'est-à-dire lorsqu'on suppose 


S—=X, (= Ÿ, 
et, en conséquence, 


le produit (41) se réduit au suivant: 


(42) (Paz Py,5 — P: )Cey — xr). 


+ 
Enfin, lorsque les deux binômes 
St-——st,. y. XT 


restent distincts, le produit (4r) est évidemment égal à un autre produit de 
la même forme, savoir, à celui qu'on obtient quand on échange les deux 
binômes entre eux. Donc les produits qui représenteront les divers termes 
de la double somme comprise dans le second membre de l'équation (40) 


seront de deux espèces, et, parmi ces produits, les uns, en nombre évi- 
demment égal à 

n(r—i) 

at) ? 


seront de la forme (42), tandis que les autres, étant de la forme (41) sans 
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être de la forme (42), seront deux à deux égaux entre eux. Ajoutons que le 
nombre de ces derniers sera évidemment exprimé par la différence 


13) ÉET 


2 


de sorte qu’en représentant ce nombre par 2/4, on aura 


_(2—2)(n—r)n(n+r) 


Corollaire 2°. Pour montrer une application du 5° théorème, supposons 
que les variables x, y soient réduites à deux, et qu'en conséquence la fonc- 
tion P soit de la forme 


(45) P = ax? + by? + acxr, 
a, b, © étant des coefficients constants. Alors on aura 


AIR —T 
n' =", ne, PUS N'= 0: 
+. 


et, comme la suite (5) ne renfermera plus qu'un seul terme, l'équation (40) se 
trouvera réduite à | 


(46) PP Q=(Pae Pr — Psr)(RS — 27). 

Comme on aura d'ailleurs, dans cette hypothèse, 
Para, P,,=b, P,,=c, 

l'équation (46) donnera 

(47) PE Q = (ab — ct) (y — xp}. 


En substituant, dans la formule (47), aux fonctions P, P, Q leurs valeurs dé- 
duites de la formule (45) à l'aide des régles indiquées dans l'énoncé du 
5° théorème, on obtiendra l'équation identique 


(ax°+ by? + acxy) (ax? + by? + 20xy)—[axx + byy + c(xy + xr)f° 


COR" c*)(xy — xp, 


qui a été donnée par Lagrange dans les Mémoires de Berlin de 1773. 


Corollaire 3°. Supposons maintenant que les variables x, y, z,... soient 
au nombre de trois, et qu'en conséquence la fonction P soit de la forme 


(49) Par + by? + c2 + odyz + sezx + 2fxY, 
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a, b, c, d,.e, f désignant des coefficients constants. Alors on aura 


VEUVE 
ed va RES a de À 
_et si l'on pose, pour abréger, 
(50) X— YZ—VYZ, J—ZX—-2X, Ÿ—XY — XY, 


les termes de la série (5) se réduiront, abstraction faite des signes, aux trois 
binômes désignés ici par les trois lettres X, 3, x. Cela posé, la formule (40) 
donnera 


(Gi) PP—Q'= 4x? + B5°+ Ci? + aD3% + 2E2x + 2 FRS, 


À, B,C, D,E, F étant des constantes déterminées par les équations 


A=P,,P,:— Pi Dali BeerPeeP, 
(52) Bæl,.P,:— PE ER, Ps P,, Ps 
C=P2Pyy— Pi, F=P,,e Pur — Per Paye 


Comme on aura d’ailleurs 
Puis PnDs Pire: 
Frs He. RES ES 

les équations (52) donneront 

j'AERGERAE PH roene Ce abre lt 


(53) | | 
l D = ef — ad, E = fd — be, F=— de — cf. 


Enfin, si, dans la formule (51), on substitue aux fonctions P, P, Q leurs va- 
leurs déduites de la formule (49) à l’aide des règles indiquées dans l'énoncé 
du 1° théorème, on obtiendra l'équation identique 


(ax°+ by +03 +2dyz+2ezx+2fxy) (ax + by? +01 +2dyz+ 267X+-2/XY) 
(54) —[axx + byy+czz+d(yz+ÿ3)+e(zx + 2x) + f(xy +xr) 
= AX + BI?+ CR + 2DTR + 2ELX +oFXT, 


que l’on pourrait déduire de l’une des formules données par M. Binet dans 
le XVI cahier du Journal de l’École Polytechnique. 
Corollaire 4°. Xl est bon d'observer que les coefficients constants 


D 
Pre. us PAPE PE PSY, ONE Fes 


renfermés dans les seconds membres des formules (36) et (40), sont précisé- 


EE 
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mént les moitiés des dérivées du second ordre de la fonction P. En effet, de 
l'équation (36), différentiée deux fois de suite par rapport à une même va- 


riable, ou par rapport à deux variables distinctes, on déduit immédiatement 
les formules 


(BE Er à V0 LP Pys = DEP Perse PP ..., 


Pres sdb, Pl, Por, 2.4 D,P.., 
toutes comprises dans la formule générale 
(56) P= Dr, 
qui subsiste dans le cas même où l'on suppose £ — s. Ajoutons encore qu’en 
vertu des équations (55), la formule (36) donnera 
(57) 2P x DP + y*D?P + 2? D?P + 5 
+ 2Æ7 D, D, P + 2x2D,D,P +...+2y2D,D,P +... 

Au reste, l'équation (57) peut se déduire immédiatement du théorème des 
fonctions homogènes. Effectivement, en vertu de ce théorème, la fonction P?, 
étant homogène et du second degré par rapport aux variables x, y, z,..., 
vérifiera la formule 
(58) PAP RIDE + EDP +... 
tandis que les fonctions D,P, D,P, D,P,..., étant homogènes et du pre- 
mier degré, vérifieront les formules 
FD P=rxD'P. FD D PE2D Dr +... 
D,P=xD,D,P+yD?P +:D,D,P +.. 

D. P=xD,D,P+ yD,D,P +cD?P +..., 


VrerTC.e 


(59 


et il est clair qu'en substituant dans l'équation (58) les valeurs de 
Pr D P,:... 


fournies par les équations (59), on retrouvera la formule (57). Observons enfin 
que les équations (30), jointes aux formules (55), donneront 


P,=!(x0?P +rD, D, P +2). D PH 2), 
P,={{æb.0,P+7rb;P+2b,D,P2 +...) 
P,={(xD,D,P +yD,D,P + 2D?P +...), 


etc. 
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Donc, eu égard aux formules (59), on aura 
(60) P,={D,P, P,=#D,P, P,=;D,P,... 
Ainsi, dans l'hypothèse qui nous a conduits au 5° théorème, les fonctions, 
précédemment représentées par les notations 
BE, PiPs,..…, 
se réduisent aux moitiés des fonctions dérivées 


D.2,-D,P; D.P,.... 


SIL. — Jnterprétations géométriques de plusieurs formules établies dans le premier paragraphe. 


Plusieurs des formules établies dans le $ I admettent des interprétations 
géométriques qui méritent d'être remarquées, et que nous allons indiquer. 
Supposons d’abord que la suite 


ls N & Zye.e 


renferme seulement deux variables x , y, et concevons que ces deux variables 
représentent les coordonnées d’un point mobile. La distance r de ce point à 
l’origine sera déterminée par la formule 


Fr + y. 
Supposons d'ailleurs que, 4, b, c, k étant des quantités constantes, le point 
mobile (x, y) soit assujetti à rester sur une courbe du second degré repré- 
sentée par l'équation 
(1) ax? + by? +ocxy = k. 
Cette courbe sera une ellipse ou une hyperbole, qui aura pour centre l'ori- 
gine des coordonnées ; elle sera une ellipse si l'on a 

abc 0, 62e. 

Elle sera une hyperbole si l'on a 

ab —:0c? < 0; 


et, dans cette dernière hypothèse, il suffira de changer le signe du second 
membre de la formule (1) pour obtenir l'équation 


(2) ax? + by? +2cxy = —k 
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d'une seconde hyperbole conjuguée à la première, deux hyperboles conju- 
guces étant celles qui, avec le même centre et les mêmes asymptotes, offrent 
des axes réels respectivement égaux et paralleles aux deux côtés d’un rec- 
tangle dont les diagonales sont dirigées suivant ces asymptotes. 
Concevons à présent que par le point (x, y) on mène une tangente à la 
courbe représentée par l'équation (1) ou (2), et nommons 


sn 


les coordonnées courantes de cette tangente. On aura 

(3) (ax +cy)Ë— x) +(cx+bn)(n—7)= 0, 
et par suite, eu égard à l'équation (1), 

(4) axË + byn + c(xn + Er) = k, 

ou, eu égard à l'équation (2), 

(5) axë + byn + caen + Er) = — k. 


Ajoutons que, pour obtenir l'équation de la parallèle menée à cette tangente 
par l'origine des coordonnées, il suffira de remplacer # par zéro dans la for- 
mule (4) ou (5). L'équation de cette parallèle sera donc de la forme 


uw 


(6) AxË + byn + c(xn + Er) = 0. 


Soient maintenant 
les coordonnées d'un nouveau point situé sur l'ellipse représentée par l'équa- 


tion (1) ou sur lune des hyperboles conjuguées représentées par les équa- 
tions (1)et (2). On aura encore 


(7) ax? + by? + acxy — 4, 
ou | 
(8) ax? + by? + acxy == k. 


Soit d’ailleurs s le rayon mené de l'origine au point (x, y), en sorte qu'on ait 


(o) s= + y. 


Si ce rayon est parallèle à la tangente menée par le point (x, y) à la 
courbe (1), on vérifiera l'équation (6) en posant 


EX, n—=7Y. 


(agi) 


On aura donc alors 
(10) axx + byy + C(XY + x7) = 0. 


Si, au contraire, le rayon s n'est pas parallèle à la tangente dont il s'agit, il 
suffira de le prolonger indéfiniment dans les deux sens pour qu'il rencontre 
cette tangente en un certain point dont les coordonnées Ë, n vérifieront l'équa- 
tion (4), et dont la distance à l'origine sera une longueur $ déterminée par la 
formule 


(11) = VE + y. 
Mais alors, en posant, pour abréger, 
/ $ 
(I 2) 9 — :, 
. on aura nécessairement 
é £ 


7) 


nié 


le double signe + devant être réduit au signe + ou au signe —, suivant que 
les deux longueurs s, s se compteront, à partir de l’origine, dans le même 
sens ou dans des sens opposés. Or, de l'équation (13), réduite à la forme 


# lux 


et combinée avec l'équation (4), on tire 
(14) axx + byy + cfxy + xr) = + 66, 
par conséquent, 


ÿ _ aax +byy+cixy + xr) 


5) = + P 


On peut donc énoncer la proposition suivante : 

1% Théorème. Soient r, s deux rayons menés de l'origine des coordonnées 
supposées rectangulaires, le premier à la courbe représentée par l'équa- 
tion (1), le second à l’une des courbes représentées par les équations (1) et (2). 
Soit, de plus, ç la longueur mesurée, à partir de l’origine, sur le rayon s indé- 
finiment prolongé dans les deux sens, jusqu'à la tangente menée à la courbe (1) 
par l'extrémité du rayon r. Enfin nommons x, y les coordonnées de l’extré- 
mité du rayon r, et x, y les coordonnées de l'extrémité du rayon s. Les deux 
longueurs s et s seront dirigées, à partir de l’origine, dans le même sens ou 


2 
97 
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dans deux sens opposés, suivant que la quantité 


azx + byy + c(xy +xr) 
4 


sera positive ou négative, et la valeur numérique de cette quantité sera pré- 
cisément la valeur du rapport 
0 = 
6 

Corollaire 1°". Lorsque la tangente menée parle point (x, y)à la courbe (1) 
est parallele au rayon s, la longueur représentée par $ devient infinie. On a 
donc alors 9 — o, et, par suite, l'équation (15)se réduit, comme on devait s'y 
attendre, à la formule (ro). 

Corollaire 2°. Concevons à présent que, par l'extrémité du rayon s, c'est- 
à-dire par le point (x, y), on mène une tangente à la courbe (1) ou (2), sur 
laquelle est situé ce même point ; et nommons p la longueur mesurée, à partir 
de l'origine, sur le rayon r indéfiniment prolongé, dans les deux sens, jusqu'à 
la tangente dont il s’agit. Alors, en posant 


(16) 0 = -, 
P 
on prouvera, comme ci-dessus, que 0 se réduit à la valeur numérique de la 
quantité 
azx + byy + c(xy + x7) 
/ 


Donc les valeurs de 4 fournies par les équations (12) et (16) seront égales entre 
elles, et l’on aura 


(17) a: 


en sorte que les deux longueurs p, s seront respectivement proportionnelles 
aux deux longueurs r,s. Cette dernière proposition peut être considérée 
comme offrant une interprétation géométrique de la formule (39) du SI, et, 
comme cette formule , elle exprime la propriété qu’a la fonction 


axx + bYy + C(XY + xy) 


de n'être pas altérée quand on échange entre eux les deux systèmes de va- 
riables 
L, J'; 


.. Y: 
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Corollaire 3°. Supposons maintenant que le rayon s aboutisse, comme le 
rayon r, à la courbe représentée par l'équation (1). Alors, non-seulement les 
longueurs p et $ seront respectivement proportionnelles aux longueurs r et s, 
mais, de plus, ces quatre longueurs étant comptées à partir de l'origine, p se 
mesurera dans le sens de r,-et.6 dans le sens de s , si la quantité 


azx + byy +c(xy +xr) 
k 


est positive. Au contraire, si cette quantité devient négative, la direction de p 
sera opposée à celle de r, et la direction de ç opposée à celle des. Donc, par 
suite , les longueurs r, $, d'une part, et les longueurs p, s, d'autre part, repré- 
senteront des côtés homologues de deux triangles semblables dont les bases 
seront parallèles. On peut donc énoncer encore la proposition suivante : 


2° T'héoreme. Soient 
r,:8 


deux rayons menés du centre d’une ellipse ou d'une hyperbole à deux points 
de cette courbe. Soient encore 


Ps S 


deax longueurs mesurées depuis le centre de la courbe: 1° sur le rayon r in- 
définiment prolongé jusqu'à la tangente menée par l'extrémité du rayon s; 
2° sur le rayon s indéfiniment prolongé jusqu'à la tangente menée par l'extré- 
mité du rayon r. Les deux longueurs p, s seront respectivement proportion- 
nelles aux deux longueurs r,s, et la droite qui joindra les extrémités des 
deux longueurs p, $ sera parallèle à la droite qui joindra les extrémités des 
deux longueurs r, s. 

Corollaire 1%. Le théorème précédent est l’un de ceux auxquels on se 
trouve conduit par les propriétés connues des diamètres conjugués de l’ellipse 
et de l’hyperbole. D'ailleurs, ce théorème devient évident quand la courbe 
proposée se réduit à un cercle; et, du cas où la courbe est un cercle, on 
passe facilement au cas où la courbe est une ellipse, en observant que toute 
ellipse peut être considérée comme la projection orthogonale d'un cercle 
dont un diamètre est égal et parallèle au grand axe de l'ellipse, et dont le plan 
forme , avec le plan de l’ellipse, un angle qui a pour cosinus le rapport du petit 
axe au grand axe. 

Corollaire 2°. Le 2° théorème fournit un moyen très-simple de mener, 
par un point donné P d'une ellipse ou d’une hyperbole, une tangente à cette 
courbe. En effet, soit rle rayon mené du centre de la courbe au point donné, 
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et faisons coïncider le rayon s avec l’un des demi-axes de l'ellipse, ou avec un 
demi-axe réel de l'hyperbole. L'extrémité S du rayon $ sera un sommet de 
la courbe, et la tangente menée à la courbe par ce sommet sera perpendicu- 
laire au rayon s. Nommez R le point où cette tangente rencontrera le rayon r 
indéfiniment prolongé; par ce point R, menezune parallèle RT à la droite PS, 
qui Joint le point donné P au sommet S: et soit T le point où le rayon s, 
indéfiniment prolongé, rencontrera la droite RT. La tangente menée à la 
courbe par le point donné P devra passer par le point T, ce qui permettra de 
la construire immédiatement. 


Corollaire 3. Si le centre de la courbe proposée s'éloigne à une distance 
infinie de l’origine des coordonnées, cette courbe se transformera en une 
parabole, et les droites sur lesquelles se mesuraient les rayons 7,5, en deux 
droites parallèles à l'axe de la parabole. Donc, pour mener une tangente à 
une parabole en un point donné P, il suffit de mener, par le sommet S de la 
parabole et par le point P, deux droites, l’une perpendiculaire, l’autre paral- 
lèle à l'axe de la parabole, de mener par le point R, où ces deux droites se 
coupent, une parallèle RT à la droite PS, puis de joindre le point T, où la 
droite RT rencontre l’axe de la parabole, avec le point P. En opérant ainsi, 
on obtient pour ST une longueur égale à la projection de la distance PS sur 
l'axe de la parabole, ce qui devait être, attendu que, dans le cas où , en sup- 
posant les coordonnées rectangulaires, on prend le sommet S pour origine, 
et l'axe de la parabole pour axe des abscisses, l'abscisse du point P est tout 
à la fois la projection de PS sur l'aire de la parabole et la moitié de la sous- 
tangente correspondante au point P. 

Concevons maintenant que l’on combine l'équation (14), jointe à la for- 
mule (7) ou (8), avec l'équation identique 


(418) (ax° + by? + acxy) (ax° + by? + 20xY) — [axx + byy + c(xy + xy)l' 
= (ab — c?)(xy — xy), 


déjà obtenue dans le $ L. On trouvera ainsi 
LR? — Ge = (ab — c?) (xy — xr}, 


et en posant, pour abréger, 


RL 
(9) DT Dep 
on aura simplement 
* PEN — xy) 
n 9.7 VS 
(20) EI — ÿ ire M Eu 
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le signe + devant être réduit au sigñe + ou au signe — , suivant que Le 
point (x, y) sera situé sur la courbe représentée par l'équation (x), ou sur la 
courbe représentée par l'équation (2), c’est-à-dire, en d'autres termes, suivant 
que les deux rayons r,s aboutiront à une même courbe ou à deux courbes 


- 


distinctes. 


A L . . 
D'autre part, si l'on nomme d l'angle (r, s) compris entre les directions des 
deux rayons rets, on aura, en vertu d’une formule connue, 


É : Le CENT | 
(21) Xy —xf =+Erssind. 


Donc la formule (20) donnera 


2 62 ct 20 
/ \ He EN PE . oi bd 
22 ta À == 
(22) : 

Il reste à savoir ce qu'exprime, dans la formule (22), la constante K, dont 
la valeur est fournie par l'équation (19). Or, on peut facilement résoudre cette 
question, à l’aide de l'équation (22) elle-même, en présentant cette équation 
sous la forme 


(23) ie 


r?s?sin?0 


—Æir6 


ou, ce qui revient au même, puisque l'on a 


$ 
0 —-, 
ç 
sous la forme 
r'ce°?sin?0 
(24) K —= Vu , 
= — ] 


et en attribuant aux rayons r,s des valeurs déterminées. En effet, suppo- 
sons d’abord que la courbe représentée par l'équation (1) soit une ellipse, et 
nommons à, b les deux demi-axes de cette ellipse. Alors, en posant 


Fed sb, 
on aura 


\ Éd Œ . 
d=(rs)= sind AE, S— ®, 


FeNN0r=3h;.10— 0, 


et, par suite, l'équation (23), dans laquelle on devra réduire le double 
signe + au signe +, donnera 


(25) K' = a*b3, 
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Supposons, en second lieu, que l'équation (1) représente une hyperbole, et 
nommons a le demi-axe réel de cette hyperbole, b étant le demi-axe réel de 
l'hyperbole conjuguée. Alors il suffira de poser 


r—= a, S— ©, 


pour que la direction du rayon s se réduise à la direction de l'une des asymp- 
totes de l'hyperbole (1), et pour que ç représente la longueur mesurée sur 
cette asymptote entre le centre de l’hyperbole et la tangente menée à cette 
courbe par l'un des sommets. Mais la portion de la tangente comprise entre 
ce sommet et l'asymptote sera précisément le demi-axe réel b de l'hyperbole 
conjuguée à celle que l'on considère, et cette portion aura pour mesure le 
produit 
sin (re $) —£sin 0. 

Donc, en posant 


on aura nécessairement 

= sind = b ; 
et, par suite, on réduira l'équation (24) à la formule 
(26) K— — a?b?. 


Les équations (25) et (26) peuvent aussi être démontrées directement avec la 
plus grande facilité. En effet, lorsque la courbe représentée par l'équation (r) 
est une ellipse, ses demi-axes a et b sont les valeurs maximum et minimum du 
rayon r déterminé à l’aide de cette équation, jointe à la formule 


(27) Fm ET 


et, par suite, ils se confondent avec les deux valeurs de r fournies par le sys- 
tème des deux équations 


(28) (a—u)(b—u)—c?'—0, 
(29) = 


Donc alors l'équation (28), que l'on peut réduire à la forme 
(30) u—(a+b\u+ ab —c—0o, 


étant résolue par rapport à &, offrira pour racines les deux rapports 


Fo 
a”. b’ 
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et le produit de ces rapports sera équivalent à la constante ab — c?, en sorte 


qu'on aura 
k? a 
pi = ab —c*, 
et, par suite, 
k° 2 D? 
— à 
ab—c° ? 
ou, ce qui revient au même, 
K — a° b°. 


Si, au contraire, la courbe représentée par l'équation (r) est une hyperbole , 
le demi-axe réel a ou b de cette hyperbole ou de l'hyperbole conjuguée sera 
la valeur maximum de r déduite de la formule (27), jointe à l'équation (1) 
ou (2). Donc alors a ou b sera la valeur réelle et positive de r, qui se déduira 
de l'équation (28), jointe à la formule (29) ou à la suivante 
(3 1) U = — Lu 


r? 


Donc, par suite, 


2 

SE — ab — c?, 
et 

Æ&? 

Es 2h2 
ab—c a*b?, 

ou, ce qui revient au même, 

K=— — a°b?°. 


En résumé, si la courbe représentée par l'équation (1) est une ellipse, la 
valeur de K sera déterminée par la formule (25), et, en conséquence, l'équa- 
tion (22), dans laquelle on devra réduire Île double signe + au signe +. 
donnera 


(32) 1 — 6 — 0° 
la valeur de @ étant 
rs sind 


Ex. d'An. et de Ph. math., TV. LIL. (34€ livr.) 38 


( 298 ) 
Au contraire, si la courbe représentée par l'équation (1) est une hyperbole, 


la valeur de K sera déterminée par la formule (26); et, en conséquence , 
l'équation (22) donnera 


(34) 1 L'had > e 


la valeur de @ étant toujours déterminée par la formule (1), et le double 
signe + devant être réduit au signe — ou au signe +, suivant que l’extré- 
_mité du rayon s sera située sur l'hyperbole (1) ou sur l'hyperbole (9). 
Il importe d'observer que le produit | 


rs sin d — rs sin (r,$) : te \ 


représente l'aire du parallélogramme construit sur les rayons r, $, tandis que 
le produit | 
ab | 
représente l'aire du rectangle construit sur les demi-axes à, b. Cela posé, la 
quantité désignée par ®, dans ‘équation (33), représentera évidemment le 
rapport de ces deux aires, et les formules (32), (34) entraîneront les pro- 
positions suivantes : 


3° T'heorème. Soient 


a, b les deux demi-axes d'une ellipse ; 

r, S deux rayons menés du centre de l'ellipse à deux points de cette courbe; 

d— (, s) l'angle compris entre ces rayons; 

< une longueur mesurée sur le rayon s entre le centre de l'ellipse et la tan- 
gente menée à cette courbe par l'extrémité du rayon r:; 


enfin posons 
rs Sin à 


D Hi 


et 9 — 


CON 


en sorte que © représente le quotient qu'on obtient quand on divise l'aire 
du parallélogramme construit sur les rayons r et s par l'aire du rectangle 
construit sur les demi-axes a et b. Les deux rapports 9, @ vérifieront la for- 
mule 


(35) g2 + 9° = 1. 
4° Théorème. Soient 


a le demi-axe réel d’une certaine hyperbole ; 
b le demi-axe réel d'une seconde hyperbole conjuguée à la première ; 
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run rayon mené du centre commun des deux hyperboles à un point de la 
première ; 
s unrayon mené du même centre à un nouveau point de la première hyper- 
bole, ou à un point quelconque de la seconde; 
d — (rs) l'angle compris entre les rayons r, S; 
: une longueur mesurée sur le rayon s entre le centre commun des deux 


hyperboles et la tangente menée à la première par l'extrémité du 
rayon r; 


enfin posons 


$ rs sin à 
û — . o— ? 
c ab 
en sorte que © représente le quotient qu'on obtient quand on divise l'aire 
du parallélogramme construit sur les rayons r et s par l'aire du rectangle con- 


struit sur les demi-axes a et b. Les deux rapports 6, @ vérifieront la formule 


(36) EU @—=+: 


le signe + devant être réduit au signe + ou au signe —, suivant que le rayon 
vecteur s aura pour extrémité un point situé sur la première ou sur la 
seconde hyperbole. 

Lorsque le rayon s devient parallèle à la tangente menée par l'extrémité du 
rayon r, on a évidemment 


= æœ. 00. 


LE] 


et l’on tire de la formule (35) ou de la formule (36), dans laquelle le signe + 
se trouve réduit au signe —, 


par conséquent, 
(37) rs sind — ab. 


Mais alors les rayons r, s, qui offrent pour extrémités deux points d'une même 
ellipse ou de deux hyperboles conjuguées, sont deux rayons conjugués , C'est- 
à-dire les moitiés de deux diamètres conjugués de l'ellipse ou des deux hyper- 
boles; et l'équation (37), présentée sous la forme 


&rs sin d — 4ab, 


exprime nne proposition bien connue, savoir, que l'aire du parallélogramme 
38. 
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construit sur les diamètres conjugués 2r, 25, est équivalente à l'aire du rec- 
tangle construit sur les axes 2a, 2b. 


On pourrait encore déduire des 3° et 4° théorèmes diverses propositions 
relatives à l’ellipse ou à l'hyperbole, dont quelques-unes semblent dignes d'at- 
tention. Nous citerons comme exemples les deux suivantes : 


5e Théorème. Soient, dans une ellipse, 


a,b les deux demi-axes ; 
s, t deux rayons conjugués; 


r un rayon quelconque ; 
\ _ d 
d,e les angles (r, s), (r,t), que forme le rayon r avec les deux rayons s et #. 


: On aura 
(38) r® (s? sin? + 1? sin? €) — a* b?. 


Démonstration. Soient 

{ 
7. 

les longueurs mesurées, sur la direction du rayon r, à partir du centre de 

l'ellipse jusqu'aux deux tangentes menées à cette courbe par les extrémités 

des rayons s et £. On aura, en vertu du 3° théorème, 


r’s’sin’ 0 r° rt? sn? r! 


(39) a? b:° p°° ob a à 


Mais, d’après une proposition établie dans les Exercices de Mathématiques 
(IIIe volume, page 50), on aura aussi 


par conséquent, 
r° r° 
= + 7, —I. 
ARE dE 
Donc les formules (39), combinées l’une avec l'autre par voie d'addition, pro- 
duiront la suivante 
r?(s? sin 0 + #? sine) 
ab’ 


CEE: 


qui coincide avec l'équation (58). 


({ 3o1 ) 
6° T'héorème. Soient 
à le demi-axe réel d'une première hyperbole ; 
b le demi-axe réel d'une seconde hyperbole conjuguée à la premiére; 
s, t deux rayons conjugués de la première et de la seconde hyperbole ; 
r un rayon quelconque de la premiere hyperbole; 
d, « les angles (rs. 5), (0 que forme le rayon r avec les deux rayons s et £. 


‘< 


On aura 
(41) r(£ sine — s° sin” 9} = a*b’, 
Démonstration. Soient 
f 
Poe 


les longueurs mesurées, sur la direction du rayon r, à partir du centre com 
mun des deux hyperboles jusqu'aux deux tangentes menées à ces courbes par 
les extrémités des rayons s et f. On aura, en vertu du 4° théorème, 


r?s?sin?0 7. r?t?sin’e r° 


h2) — — — Ne 
(42) a?b° ce 1; ab! o 2 


Mais, d'apres une proposition établie dans les Exercices de Mathématiques 
(IIIe volume, page 52), on aura aussi 


21 L LD 
(45) ne En ME re 3 
À 0 
par conséquent, 
re | aa HE 
“ro 


Donc les formules (42 combinées l'une avec l'autre par voie de soustraction, 
, P 
produiront la suivante 


r?(£sin?e — s’sin*0) 
— = = te 
a’ b° 


qui coincide avec l'équation (41). 

Si, dans l'équation (58), on fait coincider le rayon r avec le demi-axe 4, 
alors, en nommant pr, » les angles formés avec ce demi-axe par les rayons 
conjugués $, {, on trouvera | 


(44) s? sin? u + £? sin y — b?! 
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Si, au contraire, on fait coincider le rayon vecteur ravec le demi-axe b, 
perpendiculaire au demi-axe a, les valeurs numériques de 


sind, sine 

se réduiront évidemment aux valeurs numériques de 
COSH, Cos y. 

Par conséquent , On trouvera 
(45) S° cos. + £? cos? y — a?, 
puis on tirera des formules (44), (45), combinées l’une avec l'autre par voie 
d'addition, 
(46) SH at + bz 


Si, dans l'équation (41), on fait coïncider le rayon r'avec le demi-axe réel a, 
alors, en nommant , » les angles formés avec ce demi-axe par les rayons 
conjugués s, £, on trouvera 


(47) Lsin? y — s*sin?u — b?, 
Si maintenant ou remplace l'hyperbole à laquelle appartiennent le rayon s 
et le demi-axe réel a, par l’hyperbole conjuguée à laquelle appartiennent le 


rayon £ et le demi-axe réel b perpendiculaire au demi-axe a, alors, à la place 
de la formule (47), on obtiendra la suivante 


48) S*COS* 11 — £° COS? y — a? : 


PRE 


puis on tirera des formules (47), (48), combinées entre elles par voie de 
soustraction, 


(49) Se # —= a? — b?. 
Les formules (44), (45), (46), (47), (48), (49) expriment des propriétés 


connues des rayons conjugués d'une ellipse où de deux hyperboles. 


1 . 9 A . 
Il est bon d'observer encore que, si l’on nomme : l'angle (s, é) compris entre 
les deux rayons conjugués s, £, ces rayons seront liés à l'angle : dans les 5° et 
6° théorèmes, par l'équation 


(bo) st sine —ab, 


analogue à la formule (3). 
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Dans les formules (38), (41), (50), les lettres 


à, €: 


représentent des angles dont chacun est censé positif et inférieur à deux 
droits. On pourrait, d’ailleurs, introduire dans les deux premières, à la 
place des angles d, €, l'angle : et un angle polaire p mesuré, à partir du rayon s, 
jusqu’au rayon £, en considérant l'angle p comme positif ou comme négatif, 
suivant qu'il se mesurerait dans le sens de l'angle : ou en sens inverse. Alors 
on trouverait 


(5a) sind = +sinp, sine = + sin(p —1), 
et les équations (38), (41) deviendraient respectivement 


5a) r°[s?sin?p + & sin? (p —:)] — a*b*, 


7 


(53) À r?[e sin?(p — 1) — s?sin?p] — a*b?, 


les longueurs s, £ des deux rayons conjugués pouvant être déterminées en 
fonction de : à l’aide de la formule (46) ou (49), et de la formule (50). 

Lorsque les directions des deux rayons conjugués demeurent fixes, les lon- 
gueurs s, £ de ces deux rayons demeurent constantes, ainsi que la quantité :. 
Alors l'équation (44) ou (45), ne renfermant plus d’autres variables que le 
rayon vecteur mobile r et l'angle polaire p formé par ce rayon mobile avec 
un rayon fixe s, devient l'équation polaire d'une ellipse ou d’une hyperbole. 
Cette équation polaire suppose, d’ailleurs , que le centre de la courbe est pris 
pour origine des coordonnées. 


Si l'on fait coincider le rayon s avec le demi-axe a, on aura 
rs 
Cie RE À SRE =: 


Donc alors l'équation polaire de lellipse se réduira; ainsi qu'on devait s'y 
attendre, à la formule 

(SA: r? (a*sin?p + b?cos? p) — a*b?, 

et l'équation polaire de l’hyperbole, à la formule 


(55) r? (b? cos? p — a? sin? p) — a° b*. 
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Si la suite 
X, 175 Zs e v'4 


renfermait trois termes au lieu de deux ,on pourrait considérer ces trois termes 
x, ÿ,8 Comme représentant les coordonnées rectangulaires d'un point mo- 
bile. Alors aussi, à la place de l'équation (48) du $H, on obtiendrait l’'équa- 
tion (54) du même paragraphe; et, en recherchant l'interprétation géomé- 
trique dont cette équation serait susceptible, on se trouverait conduit à cer- 
taines propriétés d'un ellipsoïde ou de deux hyperboloïdes conjugués. Mais 
ces propriétés, étant relatives à des points situés dans un plan diamétral, se 
réduiraient, en dernière analyse, à des propriétés d’une ellipse ou de deux 
hyperboles conjuguées, et, par conséquent, aux théorèmes que nous avons 
déduits de la formule (48) du SI. 


(:305 ) 


MÉMOIRE 


SUR LA 


THÉORIE DES PROJECTIONS ORTHOGONALES. 


SI. — Considérations générales. 


La considération des projections orthogonales, qui permet d'établir assez 
facilement les théorèmes fondamentaux des deux trigonométries et de la 
géométrie analytique, a quelquefois l'inconvénient d'introduire dans le calcul 
un grand nombre de lettres destinées à représenter, avec les longueurs me- 
surées sur certaines droites, les trois projections de chacune de ces longueurs. 
Mais on peut remédier, au moins en partie, à cet inconvénient, et, en abré- 
geant la démonstration desthéorèmes , donner au langage analytique plus de 
précision et plus de clarté, à l’aide d'une notation très-simple que je vais 
indiquer en peu de mots. 

Soient 

T' 1S$ En 23 
diverses longueurs dont chacune se mesure suivant une droite déterminée et 
dans un sens déterminé. Non-seulement nous désignerons par (r, s) le plan 
qui renfermera , ou les deux longueurs r,s, ou deux droites parallèles à ces 


D. 
deux longueurs, et par (r, s), suivant l’usage, l'angle que formera la direction 
de r avec la direction de $; mais, de plus, nous emploierons la notation 

Sy 


pour représenter la projection absolue de s sur,une droite menée perpendi- 
culairement à r dans le plan (r, s), et, pareïillement, nous emploierons la 
notation 


ls 
pour représenter la projection absolue de #£ sur une droite perpendiculaire au 


bé LA , ? où ° 
plan (r, s). Ces conventions étant adoptées, l'angle (r, s), compris entre deux 
Ex. d'An, et de Ph, math., T. LL. (34® livr.) 39 
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longueurs mesurées dans des directions quelconques, pourra être un angle 
aigu ou obtus, par conséquent l’un quelconque des angles renfermés entre 


LA) 
les deux limites extrêmes 0, x. Mais l'angle (s, s,), compris entre une lon- 
gueur s et la projection absolue de cette longueur sur une droite perpendi- 
culaire à la direction de r, sera toujours un angle aigu renfermé entre les 


limites extrêmes 0, =. D'ailleurs on établira sans peine les propositions sui- 


vantes : 
1 Théorème. Soient 
S 
deux.longueurs dont chacune se mesurera suivant une droite déterminée. 
et dans un sens déterminé. L’angle aigu (sYs,) aura pour complément l'an- 


A A ee | 
gle(r,s) ou le supplément de (r,s), en sorte que l'on aura 


48 A SR. | Niue. 4 
(a) cos(s,s,)— sin(r,s), sin(s,s,) = + cos (r,s). 


Démonstration. En effet, l'angle compris entre deux droites qui ne sont 
pas situées dans un même plan, n'étant autre chose que l'angle compris entre 
deux autres droites parallèles aux deux premières et situées dans un même 
plan, il suffira, pour établir généralement le 1°" théorème, de le démontrer 
dans le cas où les trois longueurs PE 


Rs 


sont renfermées dans un seul plan (r, s). Mais alors le théorème devient évi- 
. 4 A AN ’ ’ é LA L L 

dent, puisque (r,s), (s, s,) représentent deux angles formés , par la direction 

de s, avec les directions de r et de s,, c’est-à-dire de deux longueurs mesurées 


sur deux axes qui se coupent à angles droits. a 
2° Théorème. Lies mêmes choses étant posées que dans le 1** théorème, 


on aura 
: A 
(2) S,—= S COs(s, s,), 
et 
* LaN 
(3) #-— $ sin (r,S). 


Démonstration. En effet , si lon divise par la longueur s la projection ab- 
solue de cette longueur sur une droite quelconque, on obtiendra pour quo- 
tient, comme on Sait, le cosinus de l'angle aigu compris entre la direction 
de s et la droite dont il s’agit: Donc, en faisant coïncider cette droite avec celle 
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sur laquellé se mesure la projection s,, on aura 
M A ÿ " 
= —’cos(s,s,h 


ou. ce qui revient au même 
9 ? 
Pa 
ss COsÉE 5); 


et par suite, eu égard à la première des formules (1), 


: Lai 
S)ahr 
3° T'héoreme. Soient 
r, $ + 
trois longueurs dont chacune se mesure suivant une droite déterminée et 
dans un sens déterminé. Supposons d’ailleurs que, des longueurs 


Sy y t, ? 


mesurées sur deux droites perpendiculaires à r, la première s, soit projetée 
sur la seconde £,. La projection ainsi obtenue sera la même que la projection 
de s sur £,, et l’on aura 


#::, A 
(4) scos(s, £,) — #cos(s,; 8). 


Démonstration. Pour que le 3° théorème se trouve généralement démontré, 
il suffira évidemment de l'établir dans le cas où les trois longueurs r, $, € par- 
tent d'un même point O. Si, d'ailleurs, comme on peut le faire, on prend 
pour s, la perpendiculaire abaissée sur r de l'extrémité À de la longueur s, et 
si, par la direction de r, on mène un plan perpendiculaire à £,, les projections 
absolues de s et de 5, sur £, se confondront l'une et l’autre avec la perpendi- 
culaire abaissée du point A sur ce plan. Donc ces deux projections, repré- 
sentées par les valeurs numériques des deux produits 


IN, A 
s cos:fs, 4), S, cos (s;3#,), 


seront égales entre elles. D'ailleurs, ces deux produits seront tous deux positifs 
si les directions des longueurs s, £ se mesurent d'un même côté du plan dont 
il s'agit, et tous deux négatifs dans la supposition contraire. Donc les deux 


produits 
s Css, E) 5 Cos (5,5 6:) 


offriront, dans tous les cas, non-seulement des valeurs numériques égales , 
mais encore le même signe; donc ils seront égaux, et la formule (35) sera 
vérifiée. ( 


30. 
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Corollaire 1%. Si, après avoir substitué, dans la formule (3), la valeur 
des, tirée de l'équation (2) ou (3), on efface, dans les deux membres, le fac- 
teur commun s, on obtiendra l'équation 


eu La\ LA LA\ 
to cos (5, 6,) = cos(s,s,) cos(£,, s,), 
ou 
EN La) : Pa Pa 
(6) cos (5, £,) — sin (r,s) cos(£,,s,). 


Corollaire 2°. La direction de s,., étant, comme celle de 4,, perpendi- 
culaire à la direction de r, on pourra , dans les formules (4), (5), (6), rempla- 
cer £, par s,,.. Donc les formules (5), (6) entraîneront les suivantes: 


A A A 
(7) cos (6) cie s)co8s. 5). 

A NL AS A 
(8) Co el sir, s) eos (ss) 


D'ailleurs les longueurs 
Sy. lys S7.,e ? 


dont les trois directions sont perpendiculaires à la direction de r, peuvent 
être censées renfermées dans un même plan, la direction de s,,. étant elle- 


. A . « 0 . 
même perpendiculaire au plan (r, é), et, par suite, à la direction de £,. Donc 
s A . . , A , 
l'angle (5,,,, 5,) doit avoir pour complément l'angle (s,, &,) ou le supplément 


| A Le 
de (s,,4,), et à l'équation (8) on peut joindre la formule 
. A ; A 
(9) COS ts, 5h Sin (4) 
en vertu de laquelle la formule (8) se réduit à 
A ee A 
(10) cos(s,s,,,) = sin(r,s) sin (s,, £,). 


En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 


4° Théorème. Soient 
T, 63 LC 


trois longueurs dont chacune se mesure sur une droite déterminée et dans 
une direction déterminée. On aura 


A | A A 
cos (s, 6) = sin (r,s)cos(s,. t,), . 
et 
LA) Lai PA) 
cos(s,5,,) — sin(r,s) sin(s,, £,). 


Supposons maintenant qu'un point mobile P passe de l'origine O d'une 
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certaine longueur r à l'extrémité A de cette même longueur, en parcourant 
les divers côtés w, v, w,... d'une portion de polygone qui joigne le point O 
au point A, et attribuons à chacun de ces côtés la direction indiquée par le 
mouverhent du point P. Si l’on projette les diverses longueurs 


r, U, y, wW,... 


sur la direction d’une autre longueur s, la projection algébrique de r sera 
équivalente (voir la page 141) à la somme des projections algébriques des 
longuëurs 4, v,w,..., et l'on aura, en conséquence , 


Pa AN 1 La) “= 
(11). rcos(r,s) = ucos(u,s) + v cos (9, s) + w cos(w,s) +... 


Si l'on réduit à trois les longueurs %, 0,w,..., elles exprimeront les côtés 
d'un parallélipipède dont r sera la diagonale, et alors la formule (11) don- 


ner 

A A A LA: 
(12) cos (rs) — = cos (u,s) = 5 COS (w,s) + . cos (w, S). 
Si, d'ailleurs, on pose, pour abréger, 
(13) Duty, PV = Vous, WE Wa 


U, VF, W veprésenteront les trois dimensions de ce parallélipipède , mesurées 
sur des droites perpendiculaires aux faces. Enfin, comme, en projetant les 
longueurs r et sur la direction U, on obtiendra évidemment pour projection 
la longueur U elle-même, on aura encore 


a: LA) 
U =rcos(r,U)=ucos(u, U'), 
et, par suite, 


} LUN 
u cos(r, U) 


-= —}—. On trouvera de même 


cos(u, U) 


LA 
No Eos) 

7 tro 
cos(e, F°) 

A 

w __cos(r, W) 
PR OVER 
cos(w, WF) 


Qi TT u [4 . 
et en substituant les valeurs précédentes de -; -; © dans la formule ( 12), on 
) AT ES à à I 


entirera 


A A Me 7 A 
cos(s, u)cos(r, U) VE cos (s,2)cos 7; F) n° 06 (s, w)cos re) 


…e 


LA 
(15)  cos(r,s) = À 7 À 
cos (u, U) .,côs(e, F') cos (a, W) 
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Ajoutons que cette dernière formule continuéra évidemment de subsister , 

° quand on échangera entre elles les longueurs r, 5; 2° quand on rempla- 
cera chacune des longueurs &, », w, U, F, W7 par uneautre longueur portée 
sur la même direction, ou même sur la direction opposée, attendu que, 
dans le second membre de la formule (15), chaque terme reste inaltérable, 
quand deux des cosinus qu'il renferme viennent à changer de signe. Cela 
posé, ilest clair que, dans la formule (15), les lettres #, v, w pourront être 
censées représenter trois longueurs quelconques mesurées, à partir d’un 
seul point O, dans trois directions arbitrairement choisies, et les lettres 
U, 7, W trois autres longueurs quelconques mesurées, à partir du même 
point O, dans trois directions respectivement perpendiculaires aux trois plans 
(v,w), (w,u), (,v), la longueur U étant mesurée du même côté que par 
rapport au plan (v,w), la longueur # du même côté que v par rapport au 
plan (w, w), et la longueur #7 du même côté que w par rapport au plan 
(«,w). On se trouve ainsi ramené au théorème de la page 137. D'ailleurs 
l'équation (15), qui renferme ce théorème, comprend, comme cas parti- 
culier , la formule bien connue 


’ FR A SE A OU A "n 
(16) cos(r,s)= cos(r,u)cos(s,w) + cos(r,v)cos(s,v) + cos(r,æ)cos(s,w), 


qui se démontre de la même manière, et qui se rapporte au cas où les trois 
longueurs 
U,.V, w 
se mesurent sur trois axes perpendiculaires entre eux. 
Si les longueurs r, s étaient comprises dans le plan (w, v), l'équation (16) 

donnerait 
» / A 
(17) cos(r, s) = cos(r lu) cos (1 u) + cos (6) cos (s,1 v). 
l'y a plus; pour que l'équation (17) subsiste, il suffit que l’un des angles 

f A A \ 

(F w), (s, w) 


devienne droit, c'est-à-dire, en d’autres termes , que l'une des longueurs r, 4 
se mesure sur une droite, ou comprise dans le plan (, »), ou parallele à ce 
plan. Enfin l'équation (16) se réduira simplement à 


: LA) A LA) 4 
{18) co$ (r,s) = cos(r, u) cos (s, w) 


\ les droites sur lesquelles se mesurent les longueurs r, s sont perpendicu- 
. es, l'une à la direction dé v, l'autre à la diredlioi de w. Mais alors, des 
deux longueurs v, w, lune, étant pérpendiculaire aux directions de r et de 2, 


C3rt:.) 


sera , par suite, perpendiculaire au plan (r, u), tandis que l'autre, étant per- 
pendiculaire aux directions de s et de #, sera perpendiculaire au plan (s, w). 
Donc , puisque les longueurs v, w se coupent à angles droits, les plans (r, x, 
(s, u) se couperont eux-mêmes à angles droits. Réciproquement, si les deux 
plans (r, u), (s, u) se coupent à angles droits, alors, pour obtenir trois direc- 
tions perpendiculaires entre elles, il suffira de joindre à la direction de x les 
directions de deux longueurs », w mesurées sur deux droites respectivement 
perpendiculaires à ces deux plans, et l'équation (16) se réduira immédiate- 
ment à la formule (18). 

En résumant ce qu’on vient de dire, on obtient les trois propositions sui- 
vantes, dont la première, connue depuis longtemps, renferme les deux autres 
comme cas particuliers. 


5e T'héorèeme. Soient 
u, Ÿ, w 


trois longueurs mesurées sur trois axes rectangulaires, et 
es 


deux autres longueurs mesurées sur des droites quelconques. On aura 
A A A A . AE A À 
cos(r, s) = cos(r,u) cos(s, u) + cos (r, y) cos (s, v) + cos (r, w) cos(s, ). 
6° T'heorème. Soient 


deux longueurs mesurées sur deux axes qui se coupent à angles droits, et 


ns 
deux autres longueurs dont l’une se mesure sur une droite comprise dans le 
plan (4, v) ou parallèle à ce plan. On aura 

A A LA ne A 
cos (r,s) — cos(r,u) cos(s, u) + cos(r,v) cos(s, v). 


7° Théorème. Nommons 
| u 


une longueur mesurée dans une direction quelconque, et 
r, % 
deux autres longueurs dont les directions soient telles que les plans (r, #), (s, u) 


se coupent à angles droits. On aura 


A ‘ A ES 
cos (r,s) — cos (r,u) cos(s, &). 


CSir 


Corollaire. Pour déduire du théorème paésénefe la formule (5), il suffit 
de remplacer les trois longueurs | 


Mir, S 
par les trois longueurs 
Sr; by, S;, 


qui remplissent évidemment la condition énoncée, attendu que les plans 
B5s,7 eu (25 55), 


dont l'un peut être censé renfermer la direction de 7, l’autre étant perpendi- 
culaire à cette même direction , se coupent à angles droits. 


SIL. — Sur les relations qui existent entre les cosinus et sinus des angles que forment l’une 
avec l’autre trois droites parallèles à un même plan. 


On déduit aisément des principes établis dans le $ I les relations qui exis- 
tent entre les sinus et cosinus des angles que forment entre elles trois droites 
parallèles à un même plan, ou, ce qui revient au même, trois droites 
comprises dans un même plan et prolongées indéfiniment à partir du même 
point O dans trois directions déterminées. En effet, nommons 


r, 5, € 


trois longueurs mesurées dans ces trois directions, et w, deux autres lon- 
gueurs qui se mesurent sur deux axes rectangulaires tracés à volonté dans le 
plan des trois premières. La formule (17) du $ I donnera 


(1) cos (r, 1 S) = COS (r, “u) cos ss u) + cos (ro p) cos (s7 +). 


D'ailleurs, la direction de s, étant perpendiculaire à celle de #, rien n’empé- 
chera de prendre 


On aura donc encore 
A. AN. A A A 
(2) cos(r,s) = cos(r,é) cos(s, €) + cos(r,s,) cos (s, s,). 


Si, dans cette dernière formule , on échange entre elles les longueurs r,s, on 
trouvera 


LA) LAN LAN d LAN A 
cos (r, s)— cos (r,£) cos(s,£) + cos(s,r,) cos(r, r.); 
puis, en substituant à la longueur s la longueur s,, on obtiendra l'équation 
A A A 
(3) cos (r,s,) = cos (r,, S} cos (r, r), 


entièrement semblable à la formule (5) du $ L. Cela posé, l'équation (2) 


(313) 
donnera 
LAS PAS PA: LAN A a 
(4) cos(r,s) — cos(r,t) cos (s, £) + cos (r, re) cos (5, +) COS (re 85). 
Mais, d'autre part, r,, s, étant perpendiculaires à #, on aura | 
A “rs A FA 
cos(r,r,) = sin(r,t), cos (s, 5) = sin(s, é). 
Donc la formule (4) pourra être réduite à 
A HP LAN: A £ La) à A A 
(5) cos(r,s) = cos (r, £) cos(s, €) + sin (r,é) sin(s, £) cos (r., se). 
Enfin, puisque les longueurs r,, s,se mesureront sur des droites situées dans 
un même plan, et perpendiculaires à £, on aura nécessairement | 
LAN 
Cos (nr; 5) HET, 
et, par suite, 
me DD LCR Re RE 

(6) cos (r,s) = cos (r, t)sin(s,f) + sin(r,é)sin(s,é), 
le signe + devant être réduit au signe — ou au signe +, suivant que les 
directions des longueurs r, s comprendront ou ne comprendront pas entre 
elles la direction de la longueur £. 

La formule (6) et celles que l'on peut en déduire par des échanges opérés 


entre les trois longueurs 
Ty Ss €, 


expriment des relations existantes entre les cosinus et sinus des angles 


LAN PA A 
oeil se 
que forment, l'une avec l’autre, les directions de ces trois longueurs. Con- 
cevons que, pour abréger, on représente ces trois angles à l’aide des trois 
lettres | 
| a, b, ©. 
Alors ; si les directions des longueurs r, s comprennent entre elles la direction 
de la longueur {, on aura 
LA 
(r,s) = a + b, 
et, par suite, la formule (6), dans laquelle le double signe + devra être ré- 
duit au signe —, donnera 


(7) cos (a + b) — cos a cos b — sin a sin b. 


Si, au contraire, les directions de r et de s sont situées d’un même côté par 
Ex. d'An: et de Phys. math., T. LI. (342 livr.) 4o 


( 3x4 ) 


rapport à la direction de £, on aura 
Lai 
(rs) = + (a —b), 


et, par suite, la formule (6), dans laquelle le double signe + devra se réduire 
au signe +, donnera 


(8) cos (a — b) — cos a cos b — sin a sin b. 


On se trouve ainsi ramené aux formules connues qui déterminent le cosinus 
de la somme ou de la différence de deux angles 4, b en fonction des sinus et 
cosinus de ces deux angles. A la vérité, la démonstration ici donnée de ces 
formules semble exiger que chacun des angles a, b soit positif et inférieur à 
deux droits. Mais évidemment les formules (7), (8) ne seront pas altérées si 
l'on fait croître ou diminuer l’un quelconque des angles a, b d’un multiple de 
la demi-circonférence 7. Alors, en effet, chacun des termes que renferment 
ces formules conservera la même valeur numérique en changeant ou en ne 
changeant pas de signe, suivant que le multiple en question sera le produit 
de x par un nombre impair ou par un nombre pair ; et, d’ailleurs, il est clair 
que, pour obtenir un angle quelconque, positif ou négatif, il suffira toujours 
de faire croître ou diminuer un certain angle positif, inférieur à deux droits, 
d'un multiple de x. Donc, pour que les formules (7), (8) se trouvent généra- 
lement démontrées, il suffit de les établir dans le cas particulier où chacun 
des angles a, b reste compris entre les deux limites extrêmes 0, x. 

Si, dans les formules (7), (8), obtenues comme on vient de le dire, on rem- 


T ; : : , . 
place a par a + 5» On obtiendra immédiatement les équations connues 


(g) sin (a + b) — sin a cos b + sin b cosa, 
(10) sin (a — b) — sin a cosb — sin b cosa, 


qui déterminent le sinus de la somme ou de la différence de deux angles a, b, 
en fonction des sinus et cosinus de ces deux angles. 

Enfin, des formules (7), (8), combinées l’une avec l’autre par voie d’addi- 
tion, on tirera immédiatement 
(x) cos (a + b) + cos (a — b) — 2 cos a cos b, 
puis, en posant 

a+b=p, a—b—3, 

on trouvera 


— 0 
s? fi 
2. 


to 
2: 


(12) COS p + COSq — 2005 


( 315 ) 


Il est bon d'observer que, si, dans la formule (4), on substitue à la lon 
gueur s la longueur £,, on obtiendra la suivante : 


Lai Lai LeN à” TER 
(13)  cos(r, li) cos (r,t) cos (ét, ) + cos(r,r.)cos(s,, t,) cos (r,, Se )e 


D'ailleurs si, dans la formule (3), on échange entre elles les deux lettres s 
ett,onentirera 


Lai La La 
(14) cos(r,t,) = cos(rs;ts) cos(r,r,). 


Ajoutons que, si une droite mobile, comptée à partir du point O, tourne 
autour de ce point de manière à s'appliquer successivement sur la direction 
de s, puis sur la direction de t, une longueur mesurée sur une perpendicu- 
laire à la droite mobile s'appliquera successivement, non sur la direction 
des deux longueurs s,, £,, situées, la première, du même côté ques, par 
rapport à #, la seconde, du même côté que #, par rapport à s, mais sur 
l'une de ces deux directions et sur le prolongement de l’autre. Donc, par 


. ] A , 4 , à , 4 

suite, l'angle (£,,s.) sera égal, non pas à l'angle (s,t), mais au supplément 
LA) 

de (s,t), et l'on aura 


A A 
(15) cos (S,,t5) = — COS (2) 


Or, en vertu de cette dernière formule, jointe à l'équation (14), la for- 
mule (13) donnera 


LA) A La) A La) LAN A 
(16) cos(r,,£,) cos(r,r,) = cos (r,t) cos(é,t,) — cos (r,r.)cos(s,t) cos(r,,5e). 


Mais, d'autre part, on aura 


Fa A un A A ; A A EN 
cos(r,r,)= sin(r,s), cos(r,r.) = Sin (rt), cos(£,f,) = sin(s,é). 


Donc la formule (16) pourra être réduite à 


A RER A . &A LS A" Es 
(17) cos (r,,t,)sin(r,s) — cos (r,t)sin(s,é) — sin (r,t)cos(s,é) cos(r,,5e). 


Cela posé, en représentant, comme ci-dessus, par a et b les deux angles 


A A ‘ x i 
(s,t), (r,t), et supposant d’abord que les directions r, $ comprennent entre 
elles la direction de la longueur #, on trouvera 


AN La: A 
(N—=a+pb, cos (rt) 1, Cos(r,8) — — 1; 


en sorte que l'équation (17) se réduira immédiatement à l'équation (9). Si, au 


4o. 
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contraire, les directions de r et de s sont situées d’un même côté par rapport 


à la direction de #, on aura 
VA 
EC EYE Ÿ 
et, de plus, 


\ 


La\ La\ 
UOTE TC UIUR AIT 


PA) a 
(S)=B—a, cos(r,,t,)= —1, 


en sorte que l'équation (17) se réduira simplement à l'équation (10). 
S III. — Sur la résolution des triangles rectilignes. 


Soient r,s,t les trois côtés d'un triangle quelconque. Si, en prenant le 
côté r pour base, on adopte les notations établies dans le SI, on pourra repré- 
senter la hauteur par s, et par #,. On aura donc 


(1) er 


/ 


Mais, d'autre part, on aura [voir la formule (3) du 1] 
| Ne. : A 
(2) S, — Ssin(r,s), 1, —tsin(r, 6). 


Donc la formule (1) donnera 


À ARR 
ssin(r,s)=ésin(r,t), 


ou, ce qui revient au même, 
. JA . LS 
sin (4, r) sin (r,s) 


s s 


Cette dernière équation devant subsister quand on échange entre eux les 


côtés 7, s, on en conclura 
. A . A 4 Lo) 
sin(s,t)  sin(t,r)  sin(r,s) * 


(3) : : 


Si maintenant on nomme 


a, 6, y 
les trois angles du triangle respectivement opposés aux côtés 
fr Cv 
? A , d , e : \ , f 
l'angle (s, £) se réduira évidemment, ou à l'angle «, ou au supplément de «, 


et l'on aura, par suite, 
LA) 
sin (s, é) — sin x. 


EF 3vT ) 
On trouvera de même 
je | 
sin (f, r) = Siné, 


. A . 
sin (r, s) = sin y. 
Donc la formule (4) pourra être réduite à 


sin sin sin 


(4) | Er à CENTS 


r $ 


On se trouve ainsi ramené à cette proposition bien connue, que dans un 
triangle les côtés sont proportionnels aux sinus des angles opposés. 
Rappelons d'ailleurs que, dans la formule (4), les trois angles positifs 


2 
2) 6, y 
seront toujours liés entre eux par la formule 
(5) a+6+y—=T, 


de laquelle on tire 
r—a—=6+7y, 
et, par suite, 


(6) - snæ—sin($+ y), cosa —— cos (6 + y). 


Or, comme je l'ai fait voir dans l'Analyse algébrique (note 1), et dans les Re- 
sumés analytiques, on peut, des équations (4),(5),(6) jointes à la formule (12) 
du $ If, ou bien encore aux équations (7) et(9) du même paragraphe, déduire 
immédiatement, avec la plus grande facilité, les diverses formules de trigo- 
nométrie qui servent à la résolution des triangles rectilignes. 

En terminant ce paragraphe, nous observerons que, si l'on multiplie la 
base r du triangle donné par la hauteur s, correspondante à cette base, le 
produit 


TS, 


ainsi obtenu, sera équivalent au double de la surface du triangle. Donc, si 
l'on nomme A cette surface, on aura 


LA 
(7) A—trs,— +rssin(r,s). 
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SIV. — Sur la trigonométric sphérique. 
Soient 
SE 


trois longueurs mesurées , à partir d’un même point O, dans trois directions 
déterminées. Ces trois longueurs seront les trois arêtes d’un 


certain angle 
solide trièdre formé par les trois plans 


(sé), (En, (r,s); 
et comme 


Sr; t, 


représenteront les projections absolues des longueurs s, t sur des perpendicu- 


laires élevées, dans les deux plans (r,s), (r, £), à la commune intersection r 
de ces deux plans, il est clair que 


CAS 
{s, , t,) 
représentera l'angle dièdre opposé, dans l'angle solide dont il s'agit, à l'angle 
plan (s, ). Cela posé, faisons, pour abréger, 
A A. A 
as th D tr ects, 
A » Fan . 
as (Sr, tr), D (Esrs), = (8 Se) 5 


et traçons, sur la surface de la sphère dont le rayon est l'unité, le triangle 
dont les sommets coïncident avec les points où cette surface est traversée par 
les directions des arêtes 7, s, t. Les six lettres 


4,45€ ::@s: 6,57 


représenteront les trois côtés du triangle sphérique construit comme on vient 


de le dire, et les trois angles opposés à ces côtés. Ce n'est pas tout ; si l'on 
pose, pour abréger, 
R=— Fs,es S— Se,r > 2 — lys: 


les trois lettres 


R;19,- 7 
représenteront les projections absolues des trois longueurs 


r, 5, # 
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sur trois droites respectivement perpendiculaires aux trois plans 


(s;, t), (é,r), {r, s); 
et les trois longueurs 
Mn SE 


considérées comme arêtes d’un tétraèdre, formeront, avec les faces opposées 
à ces arêtes, des angles dont les sinus seront respectivement égaux aux cosinus 
des trois angles }, ,v, déterminés par les formules 


A Ps. NE 
2e fr, À); m= GORE FSU TE 
J'ajoute que les relations existantes entre les angles 
a,.b,,C;..@ 6,33. À; 


pourront être aisément découvertes à l’aide des principes établis dans le $ I*. 
Entrons, à ce sujet, dans quelques détails. 

Observons d’abord que si, après avoir construit un parallélipipède dont les 
arêtes soient les trois longueurs 


r, S; L, 


on prend pour base de ce parallélipipède le parallélogramme dont les côtés 


sont les longueurs 
S, £, 


et pour base de ce parallélogramme l’arête #, l'aire À du parallélogramme et 
le volume V du parallélipipède se détermineront par les formules 


(1) A —4#S,, VAR 
desquelles on tirera 
(2) Va des é 


Comme on aura , d’ailleurs, 


LA À La) 
Si scos(s,s)=S$ Sins, 1), 
et 


PLAY 
RE LIEU 


la formule (2) donnera : 
(3) V = rst sin (s, t) cos (CT, . 


Donc, si l'on désigne par Orst le volume du parallélipipède , ou, ce qui revient 


À . (3 % 
au même, si l'on pose ds 
V 
(4) .6=%Y, 
rst 
on aura 


ME A 
6 — sin(s,é) cos(r, r,..). 


Si, dans cette dernière formule, on échange entre elles les lettres r,S,t, on 
obtiendra deux nouvelles valeurs de ÿ, et l'on trouvera 


nn LR A FRS A . : k 
(5) 9=sin(s,é)cos(r,r,;)= sin (£, r) cos(s, s, ;) — sin (755) cos Las ; 


ou, ce qui revient au même, 


A LAON 2 A ES” A, . A A 
(6) — sin(s,£) cos(r, À) = sin(£,r) cos(s, 8) — sin (r,s) cos(£, T'}, 


par conséquent 
É L) 


(7) 9 — sin a cos} — sin b COS 4 — Sin C Cos y. 


La valeur de 6 fournie par chacune des équations (5), (6), (7) n'est évidemment 
autre chose que la valeur de V correspondante au cas où l’on aurait 


c'est-à-dire le volume du parallélipipède qui a pour arêtes trois longueurs 
équivalentes à l'unité, et mesurées , à partir du point O, sur les directions de 
r, $,t. Ge volume est d'ailleurs sextuple du volume du tétraèdre , que l’on 
peut construire avec les mêmes arêtes, et que, pour abréger, je désignerai 
par la notation (r, s, t). 

Il est bon d'observer encore que , les directions des longueurs S et T’étant 
perpendiculaires à la direction de r, celle-ci sera perpendiculaire au plan 
(S, T°). Pareillement la direction de s sera perpendiculaire au plan (7, R), 


et la direction de # au plan (ÉS). Donc, si, comme on peut le supposer, les 
trois longueurs R, $S, T'se mesurent, ainsi que r, s,t, sur des droites 
qui partent du point O, le tétraëdre (r, s, t), qui aura pour arêtes les trois 
longueurs r, s,t, et le tétraèdre(R , S, T”) qui aura pour arêtes les trois 
longueurs À, S, 7, jouiront de cette propriété remarquable , que les arêtes 
de l'un seront perpendiculaires aux faces de l’autre. Ajoutons que, si une 
face mobile, et limitée par l’arête r, tourne autour de cette arête de manière 
à s'appliquer successivement sur la face (r, t), puis sur la face (r, s), une 
longueur mesurée à partir du point O, dans une direction perpendiculaire 


( Sr} 

au plan de la'face mobile, s'appliquera successivement non sur les directions 
des longueursS, T'situées, la première du même côté que s, par rapport au 
plan (r, t), la seconde du même côté que #, par rapport au plan (r, s), mais 
sur l'une des deux directions S, T'et'sur le prolongement de l'autre. Cela 
posé, les deux triangles sphériques qui auront pour sommets les points ou 
les arêtes des deux tétraèdres (r, s, £), (R, S, T°), traverseront la surface de 
la sphère dont le rayon est l'unité, seront évidemment ce qu'on appelle deux 
triangles supplémentaires Yun de l'autre, c'est-à-dire deux triangles dont 
l’un a pour côtés les suppléments des angles de l’autre. 

Soit maintenant @ le volume du parallélipipède qui aurait pour arêtes trois 
longueurs équivalentes à l'unité, et mesurées, à partir du point O, sur les 
directions de R, $, T. A la formule (5) on pourra joindre la suivante 


(8)8= sin(S Tycos(ÊR;,)=sin(TÉR)cos (S,D 7, n=sin (AS) cos( TT y à). 


Mais les longueurs r, R5,7, dont chacune sera perpendiculaire au plan (S, T7, 
se mesureront, à partir du point O, sur une même droite ; et comme l'angle 
aigu, formé par cette droite avec la direction de À, pourra être représenté 
par chacune des notations 


VAN VAN 
(A BR), (R, R:, Tr); 
on aura nécessairement 


(CÉRs1) = (r,R). 
On trouvera de même 


A Pa 
(S, S 7,r) Le (s, S), 
(Ta, = (Ty; 

donc l'équation (8) donnera 

| A A | A A A 
(9) 9 —=sin (S, T'cos(r, R)=sin(7",R)cos(s, S) = sin (A, S) cos(£, T ), 
ou, ce qui revient au même, 
(10) Q —sinæ cos — siné cos pi — sin y cos». 


Si l'on combine entre elles, par voie de division, les formules (7) et (10), on 
sera immédiatement conduit à la suivante 


0 __sina _ sinb sin c 
(14) © sin siné  siny 


+ ) , | PA ei: 
D'ailleurs à représente évidemment ici le rapport des volumes des parallé- 
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lipipèdes, ou.bien-encore des tétraèdres dont les arêtes équivalentes à l'unité 
se mesurent, d'une part, sur les directions des longueurs r, s, 4, d'autre 
part, sur les directions des longueurs R, $, 7’. On se trouve donc ainsi ra- 
mené à da proposition connue dont voici l'énoncé : 

1® Théorème. Un triangle, tracé sur la surface de la sphère dont le rayon 
est l’unité , offre des côtés dont les sinus sont proportionnels aux sinus des 
anglés opposés à ces mêmes côtés, ou, ce qui revient au même, aux sinus 
des côtés du triangle supplémentaire, le rapport entre les sinus des côtés cor- 
respondants des deux triangles étant précisément le rapport entre les volumes 
des deux tétraèdres qui ont pour arêtes les rayons menés du centre de la 
sphère aux sommets de ce triangle. 

Les sinus des angles a, b,c, «, 6, y, et les cosinus des angles À, g, y ne 
sont pas seulement liés entre eux par les formules (7), (8); ils vérifient encore 
certaines équations dont l’une coïncide avec l'équation (7) ou (10) du $ E, 
tandis que les autres se déduisent de celle-ci à l’aide d'échanges opérés 
entre les trois lettres r, s, £. Telle est, par exemple , l'équation 


A LA! Le) 
(12) cos(r,r, J=="cos(r, Tr (COS Fr ir...) 


que le 7° théorème du $I* peut fournir immédiatement, attendu que 

le plan (r,, r,,;) passant par deux droites perpendiculaires à s sera lui- 

même perpendiculaire à s, et, par suite, au plan(r, r,) qui renferme la lon- 
PEIP » Cl, P Ù F q 


gueur s. Comme on aura d’ailleurs [voir les formules (1) et (9) du $ Ie] 
A RAA A ! A 
cos(r,r,) =sin(r,s), cos(r,rs;) = sin(r;,é,), 


l'équation (12) pourra être réduite à 


/ 4 SR La) 
(13) cos (rl) = sin(r,s) sin (r,,£,), 


ou, ce qui revient au même , à 


(14) | cos À — sinc siné. 
On établira de la même manière les six équations comprises dans les trois 
formules 
cos À — sinbsiny=—sinc sin6, 
(15) COS pi — Sin € Sin & — Sin a Sin }, 


cos y — sina sin6 — sin b sina, 
desquelles on tire non-seulement 


sina _sinb sin c 


7 — "3 T5 ? 
Sna sn6  siny 
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mais encore 


(16) cos À cos 4 cos y — sin à sin b sin € sin & sin6 sin y. 


Ajoutons que, des formules (15), combinées avec les équations (7) et (10); 
on tire | À 
89 = sin & sin & cos? } — sin æ'sin b'sin c sin æsin6sin y, 


et, par conséquent, eu égard à la formule (16), 
(17) cos À cos p cos y — 00. 


On se trouve ainsi conduit au théorème qui s'énonce dans les termes suivants : 


2° Théorème. Deux triangles supplémentaires l'un de l'autre étant tracés 
sur la surface de la sphère dont le rayon est l'unité, les trois rayons menés 
du centre de la sphère aux sommets du premier triangle formeront, avec les 
trois rayons menés du même centre aux sommets correspondants du second 
triangle, trois angles dont les cosinus offriront un produit équivalent an pro- 
duit des volumes des deux parallélipipèdes qui auront pour arêtes, l'un les 
trois premiers rayons, l’autre les trois derniers. 

On pourrait encore, des formules (7), (10),(11), (15), déduire immédiate- 
ment les équations 


(18) sin a sin b sine — ©; sin g sin 6 sin y = & 
qui, jointes à la formule (16), reproduisent l'équation (17). 

Aux diverses formules que nous venons d'obtenir, on peut joindre les 
équations (5) et (17) du $ IE, qui continuent de subsister dans le cas même 
où les trois longueurs r, s, £ cessent d’être renfermées dans un même plan. 
En effet, pour établir généralement ces équations, il suffira de recourir au 
6° théorème du $ I*. Concevons, pour fixer les idées, que l’on veuille établir 
la formule (5) du $ IT, en supposant, comme ci-dessus, que les trois lon- 
sueurs r,s,t se mesurent, dans trois directions quelconques, à partir d’un 
même point O. Le 6° théorème du $ I donnera 


re A A 4 A A 
(19) cos (r, s) — cos (r,#) cos (4 + cos(r,v) cos(s, v), 


u, v étant deux longueurs nouvelles mesurées sur deux droites perpendicu- 
laires l’une à l’autre, et tellement choisies que le plan (x, v) soit parallele à 
l’une des longueurs r, s. Or ces conditions seront effectivement remplies si 


l'on prend 


u=t, = 8, 


41. 


à 43) 
puisque alors le plan (4, v) pourra être censé se confondre avec le plan (s, #), 


et que d’ailleurs s, sera perpendiculaire à #. En conséquence, on tirera de 


la formule (10) 
(20) cos (rss) — COS (0) cos +) + cos (rs) cos (6,5). 


Mais, d'autre part, on aura [voir la formule (5) du $ Lei 


LA) La) La) 
cos (r,5,) — cos(r, r,) cos (30 

Donc la formule (20) donnera 

La) A A La) A A 
(21) cos (r,s) — cos (r, é) cos(s, é) + cos(r, re) cos (s,s,) cos (r,, s,). 
Enfin l'on aura [voir la première des formules (1) du $[:'], 

A ER à A nr A 
cos(r,r,) = sin(r,f), cos (s,5:) = sin (s, #). 
Donc la formule (21) pourra être réduite à 
Pad A PA : MN ". A 

(22) cos (r,$) — Cos(r, £) cos (s, £) + sin(r, £) sin (s, £) cos(r,, s,). 


Ainsi, en partant du 6° théorème du $ E, et raisonnant , d’ailleurs, comme 
dans le $ Il, on établit immédiatement, pour tous les cas, la formule (5) de 
la page 313, etil est clair que l’on établira généralement de la même manicre 
la formule (17) de la page 315, c’est-à-dire l'équation 


à A À R A A | 
(23) sin(r,s) cos(r,,#,) — cos (r,é)sin(s, #) — sin (r, £) cos (5, #) cos(r,, 5). 
Ajoutons qu’en vertu des notations adoptées, les formules (22), (23) pourront 
sécrire comme il suit : 

(24) COS C — cos a cos b + sin & sin b cos”, 
(25) sin € Cos6 — sin a cos b — sin & cos a cos d 

Si, aux formules (22), (23), on joint celles que l’on peut en déduire à l’aide 
d'échanges opérés entre les trois lettres r,S;t, on obtiendra en tout neuf 


équations, savoir, trois équations semblables à la formule (22), qui pourront 
s'écrire comme il suit : 


{ Cosa — cos b cos c + sinbsinc cos «&, 
(26) * Cosb — cos c cosa + sin c sin a cos 6, 
{ COS € — Cos a COS b + sina sin b cos y, 
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et six équations semblables à la formule (23), qui pourront sécrire comme 
il suit : 


(27) À sin a cos 6 — sinc cos b — sin b cos c cos &, 
2 . 
7 | sin a cosy — sin b cos c — sin c cos b cos x, 
(28) | sin b cosy — sin a cos € — sin € COs a COs6, 
(2 . ; i 

l sin b cosa — sinc cosa — sinacosc cos 8, 
ag) sin € cos &« = sin b cos a — sin a cos b cos y, 
(29 


sin € cos8 — sin a cos b — sin b cos a cos Ÿ: 


D'ailleurs, pour obtenir les équations (27), il suffit de substituer, dans la 
deuxième et la troisième des formules (26), la valeur de cos & fournie par la 
première; et, par suite, on peut, de l'équation (24), tirer, avec la plus 
grande facilité, non-seulement les trois formules (26), mais encore les: for- 
mules (27), (28), (29). 

Il y a plus : on peut, comme on sait, déduire de la seule équation (24), 
ou, ce qui revient au même, de la première des équations (26), les princi- 
pales formules de la trigonométrie sphérique, telles qu’on les trouve dans un 
grand nombre d'ouvrages et de Mémoires, entre lesquels on doit remarquer 
le Mémoire inséré par Euler dans les Acta Academiæ Petropolitanæ de 
l'année 1779. Avant de terminer ce paragraphe, je rappellerai, en peu de 
mots, comment ces déductions s'effectuent. 

D'abord , si l'on échange entre eux les deux triangles sphériques supplé- 
mentaires l'un de l'autre , dont le premier a pour côtés a, b, c, et pour angles 
4, 6, y, on obtiendra, non plus les formules (26), (27), (28),(29), mais celles 
qu'on en déduit quand on y remplace 


RP , 
HS CA OS 
par 


T—u T—6,r—7y, r—-a,r—b,r—0c; 


c'est-à-dire les équations 


( cos 4 — sin 6 sin y cos a — cos 6 cos y, 
(30) { cos6 — sin sin & cos b — cos y cos &. 
( cosy = sin sin 6 cos c — cos « cos 6; 
G1) \ sin & cos b — sin y cos 6 + sin6 cos y cos a, 
31 : 
| sin x cos c — sin 6 cosy + sin cos 6 cos 4; 
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SA sin 6 cos € — sin & cos y + sin y cos & cos b, 
(32) 


sin 6 cos a — sin cos & + sin « cos y cos b; 


(33) | siny cos a — sin6 cosa +sinæcos6 cos c, 


| sin y cos b — sin & cos 6 + sin 6 cos & cos c. 


Observons d’ailleurs : 1° que les équations (27), (28), (29) sont linéaires par 
rapport aux trois sinus | 


sina, sinb, sine, 
et les équations (31), (32), (33) par rapport aux trois sinus 
sin, siné, siny; 


2° que, pour déduire les équations (31), (32), (33) des équations (27), (28), (20), 
il suffit de remplacer, dans celles-ci, 
sna, Sin, sinc 
par 
sma, sin6, sin. 
Il résulte immédiatement de ces observations , que les valeurs des rapports 
q PP 


sin à sin € 


ñ 9 - ? 
sin a Sin 4 


déterminées par deux quelconques des équations (27), (28), (29), se confon- 
dent avec les valeurs des rapports 


4 
sin 6 sin 7 
? = ) 
sin x 


sin x 


déterminées par deux des équations (31), (32), (33). Donc l'équation (24) en- 
traîne avec elle les deux formules 


sin 6 sin bd siny sin € 


: = 7 9 à = — 
Sin & sin «a sin & sin 4 


34) 


comprises l'une et l'autre dans la suivante : 


sin sin 6 sin y 


(35) - = MA | 
sin 4 sin à sin € 

et, par conséquent, dans la formule (11). Au reste, on peut encore déduire 

immédiatement la première ou la seconde des formules (34), des équations (33) 

ou (32), jointes aux formules (26). Ainsi, par exemple, quand on élimine 


(Ba) 
sin y entre les équations (33), on obtient la formule 


sin 6 (cos a — cos b cosc) cos 6 
ges LE ; 
sin & ‘(cos d — cos c cos a) cosa 


qui, étant jointe aux deux premières des équations (26), reproduit la for- 
mule (34). 

Lorsque, étant donnés les trois côtés a, b, c d’un triangle sphérique, on veut 
déterminer l'un des angles «, 6, y, il suffit de recourir à l’une des à. el | 


tions (26): S'agit-il, par exemple, de fixer la valeur de l'angle y ou (r38) 3 
on aura , en vertu de l'équation (24), 


COS € — COS & cos b 
sin a sin à 


(36) cosy — 


Alors aussi on déduira sans peine les valeurs des lignes trigonométriques 
sin; cos? 
2 2 


de l'équation (36), jointe aux deux formules 


. I— cos 1—+ cos 
sin TT, cos? ? — Po int 20 
2 2 he 


et, en posant, pour abréger, 


a+b+c—= ap, 


| ne VT” (p — 4) sin(p— 2}; 
2 sin a sin b | 
Ve p sin(p — 2] 
cos = à : . 
2 sin & sin à 


On pourra même, de ces deux dernières formules, tirer immédiatement les 
valeurs de 


on trouvera 


1 


(37) 


I 


> sm T— asin ? cos }, 


tang L — 


et l'on trouvera ainsi : 


e sin(p — a) sin (p — b) 
(38) tang À =4/] LEE |, 
(39) â a 10 {sin p sin (p mr che b) sin (p—c)], 
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par conséquent , 


sin y a V[sin p sin (p — a)sin{p — b)sin(p — c)] 
sin © sina snbsinc 


. Le second membre de la dernière équation n'étant pas altéré, quand on 
échange entre eux les sommets et, par suite, les côtés du triangle sphérique 
que l’on considère, le premier membre devra jouir de la même propriété ; 
d'où il résulte qu’on peut encore revenir immédiatement de l'équation (309) 
à la formule (35). D'ailleurs, l'équation (39) pouvant s’écrire comme il suit : 


2 V[sin p sin(p — a) sin (p — à) sin (p — c)] — sin a sin bsin y, 
donnera, eu égard aux formules (7) et (1 5), 
(40) 9 = 2 [sin psin(p — a)sin(p — b)sin(p — c)]. 


L’équation (40) entraîne évidemment le théorème dont voici l'énoncé : 
3° Théorème. Soient 
4, b, © 


les trois côtés d’un triangle sphérique, tracé sur la surface de la sphère qui 
a l'unité pour rayon, et p le demi-périmètre de ce triangle. Le produit des 
sinus des quatre angles 


PP G pes pc 


offrira, pour racine carrée, la moitié du volume du parallélipipède dont 
les arêtes seront les rayons menés du centre de la sphère aux trois som- 
mets du triangle sphérique, ou, ce qui revient au même, le triple du 
volume du tétraèdre construit avec ces arêtes. 

Il est bon d'observer que chacune des formules (36), (33), (38) détermine 
complétement la valeur de l'angle y, toujours positif et inférieur à deux 


droits, ou, ce qui revient au même, la valeur de l'angle 1, toujours positif 


et inférieur à un droit. Cela posé, il est clair que les formules (37); (38), 
qui se prêtent d'ellesmêmes aux calculs par logarithmes, fournissent le 
moyen de résoudre très-facilement un triangle sphérique dont les trois côtés 
sont connus. Les formules analogues que l'on déduira de celles-ci, en substi- 
tuant au triangle sphérique proposé le triangle supplémentaire, fourniront 
le moyen de calculer les côtés &, b, c du premier triangle, lorsque ses trois 
angles &, 6, y seront connus. Supposons, pour fixer les idées , qu'il s'agisse 
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de calculer le côté c. Alors, en posant 
a +6 + y—= 25, 


et remplaçant, dans les formules (37), (38), 


a, b, ” P; " 
par 
3x 
r—4 nr —6,r—7, out 
on trouvera 
mi y[estee =] 
P œ 
(41) 2 
VERS — 2 
2 __ Ssinæsiné 
ce. /[.tssetos(mr pr. 
(42) Un 4 _cos(a — x) cos (s — :| 


Quant à la résolution d'un triangle sphérique, dans lequel on connait 
deux côtés et l'angle compris, ou un côté et les deux angles adjacents à ce 
côté, elle se tire sans peine des considérations suivantes. 

Concevons que l’on combine par voie d'addition où de soustraction Îles 
deux formules (29). On trouvera ainsi : 

43) (cos « + cos 6) sin c — (1 — cosy) sin (a + b), 

(cos 6 — cosæ) sinc — (1 + cosy) sin (a — b). 
Mais, d'autre part, on tirera de la formule (35) 


(44) sin & + sin 6 sinx — siné sin y 
sina—+sinb  sina—sinb  sinc”? 


par conséquent, 


(45) 


(sin &+ sin6)sinc — siny (sina + sin b), 
(sin & — sin6) sinc — sin (sina — sin b). 


Enfin , on aura identiquement 


a +6 


cos a + COS6 — 2 cos 


a —6 mat ON 
COS ——) cos — cos == à sin 2 9in : 


a +6 æ—6 
cos 


. . . - . . a —6 Re 
sin & + Ssin$ -= 2 sin > snœ—siné6 —asin cos ; 
2 , 


et, par suite, 


on «+6 Sin a+ siné COS6 — cos x 
(ARE 7 cosa+ cos 6  sinæ —siné 

a — 6 cos 6 — cos & sin &« — siné 
tang == = —_ : 
2 sin & + sin 6 COS & + cos 6 
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Donc , eu égard aux formules (43) et (45), on trouvera 


tang RE sin sin a + sin à na cosy sin (a cs b) 
(46) | * Ro À sin(a + 6) sin 7 sin & — sin b 
(rang <= +0 _Sin(a — b) ny PL 
- Siny Sina+sinb 1 —cosy sinfa + à) 


ou, ce qui revient au même, 


g Cos 
tan se ne : cot”, 
2 a + b 
cos & 
(4 
(47) . a—b 
sin 
tan PRE à cot Z 
(4 Noah 2 
sin = 


Si l’on remplace le triangle sphérique donné par le triangle supplémen- 
taire, on devra, dans les formules (47), remplacer 


4 , D: ce. . 6; 7 


par 


LG Red rite nb rer. 


On aura donc encore 


— 6 
Pi (4 É = 
tan p tang — ; 
M a +6 3 
cos = 
(48) € ; 
r. \ : Ne 
sin e 
a ee 2 
| tang — . aeltang Er 
N 2 
puis on en conclura 
/ GS EN 
cos 
ee t s. tan { 
osé 2 0 à” 
2 
(49) . a+6 
sin pee 
—= f re as 
FE cot — tang 
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D'ailleurs, les formules (43) peuvent s’écrire comme il suit : 


a.—+ 6 æ— 6 sin (a-t-b) . 
cos cos À ( ) sin? ?, 
” 2 2 sin € 2 
(bo) ; À un ( b) 
: . a+ . A — sin (a — 
| sin sin — ==: x cos? !;. 
2 2 sin € 2: 


et, en ayant égard aux deux équations identiques 
F c io Lie 4 : c sé 
simctang-— 92snm-; sin c Cot-— 2Cco$?-» 
2 2 2 2 


on tire des formules (49), combinées avec les formules (50), par voie de mul- 
tiplication ou de division, 


Bi 22 PU sin’ ? 
a+ é a 
cos? ns . e 2 sin? TS , 
c > 
cos? — sin? — 
2 
(br) 
cos’? cos’ ! 
22 +6 ,a—b 2 20 . AD 
sin RE ==" (6(0,.) , SIN ——— = S pe à 
cos? — É sin? — 


Pour réduire ces dernieres aux équations connues 


a+ 6 c a+b . 7 4-0 
COS=—CoOS == COS pe sin . cos 


se . a+b . 7 

SIN- = SIR > SIN >; 

(5a)' ” $ 2 

. a+6 a—b 7 

: SIN, 7 COS = —,C0S-— COS =» 
: 2 2 


. a—6 . c . a—b " 
SIDE SD —— SIN COS 
2 2 2 


2 
2 


il suffira d'extraire les racines carrées de chaque membre, puis d'observer : 
1° que, chacun des angles 


étant inférieur à un droit, chacune des lignes trigonométriques 


va - c “: " .._A+b  . x +6 a—b a — 6 
F2 ça A $0s sin “ > Sin > Cos > COS 


" 2 +6 
sera positive; 2° qu'en vertu des formules (49), cos = 


sera un cosinus af- 
fecté du même signe que les deux quantités 


LE 1 a +b a +6 
bi « «Se :COT 32 COS 


? 


£] 


(-5%a ) 
, 6 Écrgecrs 6 . , < . Es 
et sin —— un sinus affecté du même signe que les deux quantités 


a— 0 “A: -0 


cot ) sin 


Les formules (47) et (48), analogues à celle qui, dans la Trigonométrie rec- 
tiligne , sert à la résolution d’un triangle dans lequel on connaît deux côtés 
et l'angle compris, constituent ce qu'on appelle les analogies de Néper. 
Observons d’ailleurs qu'on les reproduira immédiatement si l'on combine 
entre elles, par voie de division, les formules (52). 


Les formules (47), jointes à l’une quelconque des formules (48) ou (52), 
fournissent le moyen de résoudre complétement un triangle sphérique dans 
lequel on connaît deux côtés a, b et l'angle compris 7. En effet, un tel 
triangle étant proposé, on pourra déduire immédiatement des formules (47) 


les demi-sommes 
ax + 6 æ — 6 
D ; D 


\ 


à , . . . . . T 
renfermées, la première entre les limites o, 7, la seconde entre les limites — =; 


a 


+ -, et, par suite, les angles &, 8; puis de l'une quelconque des for- 


mules (48) ou (52), la valeur de . comprise entre les limites o, _ et, par 
suite, la valeur de c. 

Pareillement les formules (48), jointes à l’une quelconque des équations (47) 
ou (52), fournissent le moyen de résoudre un triangle sphérique dans lequel 
on connaît un côté c et les deux angles adjacents &, 6. En effet, un tel 
triangle étant proposé, on pourra déduire immédiatement des formules (48) 


les demi-sommes 
a=+ 0 a pb 
9 7 
2 2 


DIiA 


comprises , la première entre les limites 0 , 7, la seconde entre les limites — 


D IA 


, et, par suite, les côtés a, b; puis de lune quelconque des for- 
mules (47) ou (b2), la valeur de comprise entre les limites o, É, et, par 
suite, la valeur de 7. 

Si l'on donnait, dans un triangle sphérique, deux côtés 4, b et l'angle & 
opposé à l’un d'eux, ou deux angles &, 6 et le côté a opposé à l'un d'eux, 
on commencerait par déterminer l'angle 8 ou le côté b, à l’aide de la for- 
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mule (35) réduite à 
sin 6 sin &. 
sin b sin a 


mais à la valeur de sin 8 ou de sin b, tirée de cette formule, correspon- 
draient deux valeurs de 8 ou de b, également admissibles, et représentées 
par deux angles, l’un aigu, l’autre obtus. D'ailleurs, les côtés a, b et les 
angles &, 8 étant supposés connus, on pourrait déduire la valeur de c de 
l’une quelconque des équations (48), et la valeur de y de l'une quelconque des 
équations (47). 

Dans le cas particulier où l’un des angles du triangle sphérique, l'angle 
par exemple, se réduit à un angle droit, on a 


cosy —0, siny—=1, 


et les formules (24) et (35) se réduisent aux suivantes : 


(53) cos c = cosa Cosb, 
É sin & sin 6 I 
(84) sina sin sine 


dont la dernière peut être remplacée par les deux équations 
(55) sina —sinaæsinc, sinb —siné sinc. 
Alors aussi les formules (30) donnent 


(56) cosa = cosasiné, cos6 — cosb sins. 


On doit remarquer d’ailleurs que ces diverses équations peuvent toutes se 
déduire directement du 7° théorème du $ I. La première, c'est-à-dire l'é- 
quation (53), qui subsiste entre les côtés &, b et l'hypoténuse € d'un triangle 
sphérique rectangle, est précisément , comme on l'a fort bien observé, celle 
qui remplace le théorème de Pythagore, quand an passe de la géométrie 
plane à la théorie des figures tracées sur la surface d'une sphère. Ajoutons 
qu'en réduisant cosy à zéro, et sin y à l'unité, on tire des formules (27), (28), 


(29), (30), (31), (32), 


5) tang a — tangc cos, 
7 
@7 tang d — tangc cosx, 
sin c cos& = sin b cosa, 
(58) | 
since cos6 — sina Cosb, 
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(5a) tang à tang6 cosc = 1, 

Fe sing COSC = COS6 cosa, 

(60) | 
siné cosc = cosa cosb. 

Au reste, les équations (57), (58), (59), (60) pourraient se déduire immédia- 

tement des formules (53), (55), (56), ou, ce qui revient au même, de l'équa- 

tion (53) jointe aux deux formules 


sina cos 6 : sin à cos x 
— siné me = 27: 


(Gr) SIN = ————, a — 
sinc  cosb sinc  cosa 

La formule (53), jointe aux équations (57) ou (58), fournit immédiatement 
la résolution d'un triangle sphérique rectangle, dans lequel on connaît les 
trois côtés, puisqu'un tel triangle étant donné, on peut déduire, 1° le côté 
inconnu de la formule (53); 2° les angles &, 6 des équations (57) ou (58). 

Les formules (56) et (59) fournissent immédiatement les trois côtés &, b, c 
d'un triangle sphérique rectangle dans lequel on connaît les deux angles «, 6. 

Si l’on connaissait un angle «, avec un côté adjacent b ou c, le second 
des deux côtés adjacents à l'angle & serait déterminé par l’une des for- 
muies (57), et l'on se trouverait ainsi ramené au cas où deux côtés étaient 
connus. 

Enfin , si l'on connaissait, dans un triangle sphérique rectangle , un angle 
et le côté opposé a, on ne pourrait plus, comme dans les cas précédents, 
déterminer chaque angle ou côté inconnu à l’aide de son cosinus ou de sa tan- 
gente, c'est-à-dire à l’aide d'une ligne trigonométrique à laquelle répond tou- 
jours un seul angle compris entre les limites 0, x. Mais l'équation (54) four- 
nirait la valeur de sin c, à laquelle répondraient deux valeurs de c également 
admissibles, 'ét représentées par deux angles, l'un aigu, l’autre obtus. D'ail- 
leurs a et € étant connus, la résolution s’achèverait comme dans le premier 
cas. 

Si le triangle sphérique, dont les côtés sont à, b, c et les angles &, 8, Ÿ: 
était tracé sur la surface d'une sphère décrite non plus avec le rayon r, mais 
avec le rayon +, le triangle sphérique semblable, tracé sur la surface de la 
sphère dont le rayon serait l'unité, aurait évidemment pour côtés | 


les angles étant toujours 
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Donc alors, aux formules trouvées dans ce paragraphe, on devrait substituer 


, L , . £ a b C 
celles qu’on en déduit, quand on remplace a, b, € par =; ==: 
$ V. — Sur la réduction de la trigonométrie sphérique à la trigonométrie rectiligne. 


Ainsi que Lagrange l’a remarqué, les formules de la trigonométrie sphé- 
rique peuvent être aisément réduites à celles que présente la trigonométrie 
rectiligne. Cette réduction permettant de mieux saisir les analogies qui exis- 
tent entre les formules correspondantes des deux trigonométries , il n'est pas 
sans intérêt de voir comment elle s'effectue. Or on peut établir à ce sujet 
une règle très-simple, que nous allons démontrer en peu de mots. 


Nommons a, b, c les côtés et «,6, y les angles d'un triangle sphérique, 
tracé sur la surface de la sphère dont le rayon est +. Ces côtés et ces angles 
auront entre eux les relations qu'expriment les formules établies dans le S IV, 


a bac 
quand on y remplace a, b, € par © => = 


Concevons maintenant que, dans les formules du $ IV, modifiées comme 

à 3 à e : AT OET e 

on vient de le dire, le rayon + devienne infiniment grand. Les angles -; -; - 
tv t v 


deviendront infiniment petits, et, après avoir développé les sinus, cosinus 
et tangentes de chaque angle infiniment petit en séries ordonnées suivant les 
puissances ascendantes de cet angle, on pourra faire disparaître le rayon + de 


, s ER , 
chaque formule en y réduisant - à zéro. Il y a plus : les formules nouvelles 


auxquelles on parviendra, en opérant de cette maniere, coincideront évi- 
demment avec celles que l’on déduirait des équations diverses établies dans 
le$ LV, en considérant chacun des angles représentés par 4, b, c, ou par une 
fonction linéaire de a, b, c, comme une quantité infiniment petite du pre- 
mier ordre, et en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur par rap- 
port aux infiniment petits d'ordre inférieur; elles seront donc homogènes 
par rapport aux côtés &, b, c, si l'on donne ce nom aux équations et formules 
qu'on obtient en égalant à zéro des fonctions homogènes de 4, b, c. D'autre 


I . . . . pe , 
part, lorsque = deviendra nul, et. infini, le triangle sphérique tracé sur là 
surface de la sphère, dont + était le rayon, se transformera évidemment en 
un triangle rectilione. On peut donc énoncer la proposition suivante : 


Théorème. Considérons l’une quelconque des formules de trigonométrie 
sphérique qui lient entre eux les trois côtés a, b, c et les trois angles &, 6, 7 
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d'un triangle sphérique tracé sur la surface de la sphère qui a pour rayon 
l'unité. Pour que cette formule devienne applicable à un triangle rectiligne 
dont les côtés seraient encore représentés par à, b, c et les angles par &, 6, y, 
il suffira de la rendre homogène par rapport aux côtés a, b, c, et d'opérer 
comme si, ces côtés étant infiniment petits du premier ordre, on négligeait 
les infiniment petits d'ordre supérieur par rapport aux infiniment petits d'or- 
dre inférieur. 

Corollaire 1%. Si l’on veut, en opérant comme on vient de le dire, rendre 
homogènes les formules (27), (28), (29) du $ IV, il suffira d'y pousser l'ap- 
proximation jusqu'au premier ordre dans l'évaluation des sinus et cosinus des 
arcs considérés comme infiniment petits; il suffira donc d'y remplacer les 
sinus des arcs a, b, c par ces arcs eux-mêmes, et leurs cosinus par l'unité. 
Donc, en vertu du théorème énoncé, les équations analogues aux for- 
mules (27), (28), (29) du $ IV seront, dans la trigonométrie rectiligne, 


({) a=bcosy+ccosy, b—ccosa+acosy, c—a cos + b cosy. 


Effectivement, étant donné un triangle rectiligne dont les côtés sont repré- 
sentés par a, b, c et les angles par &, 8, y, on peut établir immédiatement 
chacune des formules (7), en projetant les trois côtés sur la direction de l'un 
d'entre eux. 

Corollaire 2°. En opérant comme dans le corollaire 1", c'est-à-dire en 
remplaçant le cosinus de chacun des angles a, b, c par l'unité, et en ayant 
égard aux équations (7), (8), (9), (10) du $ IT, on réduira les formules (30), 
(31), (32), (33) du $ IV aux six équations , 


cosa — — cos($ +y), cos ——cos(y+a), cosy —— cos(a +6), 
sina— sin(6—+7y), sin$ — sin(y+aæ), siny — sin(a +6). 
Or il résulte de ces dernières que les sinus et cosinus des angles 

6+7y, y+a, a+6 
sont en même temps les sinus et cosinus des angles 
m—a, r—6, r—7, 


et que, par suite, l'angle 
a+6+y—r 


est un terme de la série 
Dj MARS IN, 7. 
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Donc, puisque, chacun des angles &, 6, y étant inférieur à 7, la différence 


a + 6+ y — 7 devra rester inférieure à 27, cette différence sera nécessaire- 
ment nulle, et les équations (2) entraîneront la suivante : 


(3) A+É+Y=T. 


Donc, en partant des formules (30), (31), (32), (33) du $ IV, on se trouve 
ramené à celle qui exprime que, dans un triangle rectiligne, la somme des 
trois angles est égale à deux droits. 

Corollaire 3°. En opérant comme dans le corollaire 1°, c'est-à- re en rem- 
plaçant les sinus des arcs a, b, c par les arcs eux-mêmes, on réduira la for- 
mule (35) du $ IV à la suivante : 

sinx _siné  siny 
0 ent, 
qui s'accorde avec l'équation (4) du $ HT. 


Corollaire 4°. Lorsque les côtés a, b, c sont infiniment petits du premier 


A de la demi-diffé- 


. . a 
ordre, on peut en dire autant de la demi-somme, 
Œ:— b . RE \ 
rence ——, et du demi-périmètre 


d'A bic 
2 


Alors: aussi, pour rendre homogènes les formules (37), (38), (39), (47) du 
$ IV, il suffit évidemment d'y remplacer le sinus de chaque arc infiniment 
petit par cet arc lui-même et son cosinus par l'unité. Donc, en vertu de ces 
formules et du théorème énoncé, les côtés a, b, c, les angles &, 6, y et le 
demi-périmètre p d'un triangle rectiligne quelconque sont liés entre eux par 
les équations 


(5) sinl=4/[ ee 2 |, cos” =4/[ee 2], tang” 1/2 _— |, 


: inv = avr) (REX? — o)], 
(6) siny = 2 5 

, | a +6 " æ—6 __a—b " 
(7) tang—— = cot=,  tang— = ar, COt 2e 


Parmi ces équations, les trois premières sont celles qui s'appliquent le plus 
aisément à la résolution d'un triangle rectiligne dont les trois côtés sont connus. 
Ajoutons que l’avant-dernière se déduit encore de la formule 


aFÉHY=T; 
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et que la dernière, jointe à cette même formule, fournit le moyen de ré- 
soudre un triangle rectiligne dans lequel ôn connaît deux côtés a, b et l'an- 
gle y compris entre ces côtés. 


Corollaire 5°. Lorsque, en considérant les côtés 4, b, c comme infiniment 
petits, on veut rendre homogène, par rapport à ces côtés, l’une des for- 
mules (26) du $ IV, par exemple la formule (24), ou, ce qui revient au 
même, l'équation (36) du même paragraphe, il ne suffit plus de pousser 
l’'approximation jusqu'aux infiniment petits du premier ordre dans l'évalua- 
tion des sinus et cosinus des arcs a, b, c, et de substituer ces arcs à leurs 
sinus, en remplaçant leurs cosinus par l'unité. Il devient nécessaire de faire 
entrer en ligne de compte les infiniment petits du second ordre, et de 
prendre, en conséquence, pour valeurs approchées de 


ina, sind, cosa, cosb, cosc, cosacosb, 


les quantités 


a 


Cela posé, en rendant homogène, par rapport aux côtés a, b, c, l'équa- 
tion (24) ou (36) du $ IV, on obtiendra la formule connue 


(8) = a? + b? — oab cos”, 
ou 

Fee ) … nudihb—c! 

(9) COS Ÿ — TE OAÆEN 


qui, en vertu du théorème énoncé, devra, dans un triangle rectiligne quel- 
conque, déterminer le cosinus d'un angle en fonction des trois côtés. 

Dans le cas particulier où l'angle 7 devient nul, l'équation (24) du $ IV 
se réduit à l'équation (53) du même paragraphe. Alors aussi l'équation (8), 
réduite à la formule 


(10) c'e 
reproduit le théorème de Pythagore, ainsi qu'on devait s'y attendre, puis- 


que, dans la trigonométrie sphérique, ce théorème se trouve remplacé par 
la formule (53) du $ IV, ou, en d'autres termes, par le 7° théorème du $ I‘. 
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$ VI. — Sur les relations qui existent entre les systèmes de coordonnées rectilignes relatives 
à deux systèmes d’axes conjugués. 


Nommons 
LT 3% 


les coordonnées d’un point mobile P, rapportées à trois axes quelconques 
menés par l’origine O, et 
As 4F,. Z 

les coordonnées du même point mobile, rapportées à trois autres axes con- 
jugués aux trois premiers, c'est-à-dire à trois autres axes menés par la même 
origine perpendiculairement aux plans des y, z, des z, x et des x, y. Suppo- 
sons d’ailleurs, pour plus de commodité, les demi-axes des #, F'et Z posi- 
tives situés par rapport aux plans coordonnés des y, z, des z, x et des æ, 7, 
des mêmes côtés que les demi-axes des x, y et z positives. Enfin soient 


Yzet:Xs Y, Z 


six longueurs mesurées à partir de l'origine O, d'une part sur les demi-axes 

des x z positives, d'autre part sur les demi-axes des #, F, Z positives. 
>,J)9 , > Z P 

Les deux angles solides 


(x mA AURON, 2) 


dont les arêtes auront pour directions celles de x, y, z et de X, Y, Z, seront, 
comme les deux triangles sphériques auxquels ils répondent, supplémentaires 
l'un de l’autre. Cela posé, si, en considérant le premier de ces angles solides, 
celui qui a pour arêtes les demi-axes sur lesquels se mesurent les trois lon- 
gueurs x, Y, Z, on nomme 

dt 0 
les angles plans opposés à ces arêtes, 

a, 6, 7 
les angles dièdres opposés à ces angles plans, et 


Às: Hoi 


les angles aigus que forment ces trois arêtes avec les demi-axes perpendi- 
culaires aux plans des faces opposées, on aura 


A A A 
\ (ÿ:2) =4, (tale 2." (MY c, 
(ÉZ)=r ce, (AR =rbe, ÉVE-rE 


(Gi) 
LA di. A 
(x, X) =) SEE (OR — v. 


43. 
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Ajoutons que, si l'on nomme r le rayon vecteur mené de l'origine O au point 
mobile P, on aura, en vertu des formules (12) de la page 143, 


du . ve A 
(2) æ— re X), ra, 2 re), 
: cos(x, X) cos (Y» Y) cos (z, Z) 


Si maintenant on échange entre eux les deux systèmes d’axes conjugués, 
alors, à la place des formules (2), on obtiendra les suivantes : 


(3) X — ,.008 (7 x) ra ES, 7 = pe08 1 2). 
cos(x,X) cos (y, Y) cos (2 Z) 


D'autre part, comme on l'a vu dans le $ I‘, la considération des projec- 
tions orthogonales fournit immédiatement la formule (15) de la page 509, 
par conséquent les formules (10), (11) des pages 142, 143. Donc, s étant un 
rayon mesuré toujours à partir de l'origine O, mais distinct de r, on aura 
encore 


A A A … Li = 
(4) cos(r,s) _— cos (r, x) _ (s, X) ET (r; Y) ces (s, Y) cos (r,2) ds (2) 
cos (x, X) cos (y, Y) cos (z, Z) 
et 
+ (FX) cos($, DY)cos (7 y) … cos (17 Z) cos (4° 
[h É ; S(S, X s(r, Y)cos cos , 
(5) cos(r, $) — = ati Le Hire a 2 EL ed nl 2) 
cos (x, X) cos (y, YŸ) d cos (z, Z) 


Ajoutons qu'en vertu des formules (2), (3), les équations (4), (5) se réduiront 
aux deux suivantes : 


A A A A 
& (6) > r cos(r, s) = x cos(s, x) + y cos(s, y) + zcos(s, z), 
iet | 
; LA) Lai A A 
(9) rcos(r,s) = À cos(s,X) + F'cos(s, Y) + Zcos(s, 2), 


c'est-à-dire à deux équations semblables l’une à l’autre, et dont chacune peut 
se déduire directement de la formule (5) de la page 141. Gela posé, pour 
obténir les valeurs des coordonnées x, y, z exprimées en fonctions linéaires 
des coordonnées X, F, Z, ou les valeurs de X,F, Z exprimées en fonctions 
linéaires de x, #, 3, il ne restera plus qu'à substituer, dans les formules (2), 
les valeurs de 


PTS A" A 
cos(r,X), cos(r, Y), cos(r,Z), 
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tirées de l'équation (7), ou, dans les formules (3), les valeurs de 
La) La) LA) 
cos(r,x), cos(r, y), cos(r,7), 


tirées de l'équation (6). 
Si l’on a égard aux équations (1), les formules (2), (3) deviendront 


A A A 

cos(r, X) cos(r, Ÿ) cos(r,Z) 

(8) — ? PE Er 9 = —————) 
cos À cos p cos » 


| à ) F ( ) 
cos (7,2 
cos (7, x) cos (7, y Hi 52). 


(9) A cos À PET cos p me cos y 
et l’on tirera des formules (6), (7), 


La 
r cos (r,x) = Z + COS C + 2cosb, 
La 
(10) rcos(r, y) =xcoscC+y—+zCosd, 


A > 
r cos (r, Z) = xcosb+ycosa +3; 


rcos(r, X)— X — cosy — Zcosé, 
(1) r cos (rs Y)= — Xcosy+F—Z cosu, 
r cos (r, 2) — — Xcos6 — cos a + Z. 


Or ces dernières, combinées avec les formules (8), (9), donneront 


_— #7 co8e + p008 __ ÆCOSC+Y+ZCOSA y x cos b + y cosa +2 
(12) À — ns EE — SE M = | 
(13) ne _—Xcosy+ Ÿ—Z cosz nd ar 
pa pie ÉÉri ES 2 rot cos » | 


Remarquons d'ailleurs que chacune des équations (12), (13) se trouve com- 
prise, comme cas particulier, dans la formule (16) de la page 144, de la- 
quelle on pourrait les déduire immédiatement. 


Il est bon d'observer que les équations (12), présentées sur les formes 
x + y cos a + zcosb = X cos}, 
(14) -_ & æcosc+y+zcosa=+Fcos, 
æcosb + ycosa + z —=Zcosy, 


peuvent être facilement résolues par rapport à æ, 7, z. Concevons que, 
pour abréger, l'on désigne par X la résultante formée avec les neuf termes 
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du tableau 
E,. 608 CCS D, À 
(15) CSC, 1, «Copa, 
CSD, CoS4, 1: 
puis par 


A, PC D, Eù E; 


les résultantes formées avec les mêmes termes pris quatre à quatre dans deux 
lignes horizontales , et dans deux lignes verticales, en sorte qu'on ait 


(16) K=—1— cos? a — cos? b — cos? c + 2cosa cosb cosc, 

et 

ee A=1— cos a, B=—1— cos b, —1— cos? c, 
. 


| D—cosbcosc — cosa, E—cosc cosa —cosb, F—=cosacosb— cosc. 
Les valeurs de 4, B, C pourront être réduites à 
(18) A=sina, B=—sinb, C—sinc, 


et, en effectuant la résolution des formules (14), par rapport à x, 7,2, on 
trouvera | 


À rue AX cos)\+FFcosu + ÆEZ cosy 


K 
fe 9) ___FXcosi+BFcos u+DZ cosy 
Û 5 4 — K , 
. ” __ EX cos) +DFcosp+CZ cosy 
Len eur K . 


Or ces dernieres valeurs de x, y, z devront s’accorder avec celles que four- 
nissent les équations (13), quelles que soient d’ailleurs les valeurs attribuées 
aux variables X, F, Z. Donc les coefficients constants, par lesquels ces 
variables se trouvent multipliées, doivent être les mêmes dans les for- 
mules (13) et (19). Cette séule observation fournit immédiatement la for- 
mule 


(20) K=— 4 cos} =— B cos? u — C'cos°?v 
po cosÀ FX cos p 
ex ÉS cos6 cos 7 


de laquelle on tire, eu égard aux équations (18), 


(25) K=— sin? a cos?) = sin? b cos? 1 = sin?c cos’ », 
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et, par suite, 
(22) | ÿ — sin a cos} — sin b cost — sin c cosy, 
9 étant une quantité positive liée à X par l'équation 
(23) 0 +. 
Ajoutons que, de la formule (20), jointe aux équations (16), (17), (22), on 


tirera 


cos a — cos b cos c cos b — cos ccos a cos c — COS & COS D 
, = — 2 d GOSÈ ns , — 
sin c sin a sin a sin b 


2 | mare 
( 4) cosa sin b sinc 


Enfin, si, dans l'équation (23), on substitue pour Æ sa valeur, on trouvera 
(25) @2— 1 — cos? a — cos? b —.cos? c + 2 cos a cosbcosc. 


Si, au lieu de tirer les valeurs de x,7,z des équations (12), on comparait 
les valeurs de X, F, Z, tirées des équations (13), à celles que fournissent 
les équations (12), alors, à la place des formules (22) et (24), on obtiendrait 
les suivantes : 


(26) O = sin ax cos} — sin 6 cosu — sin yCOSYy, 
cosa+-cos6 cos cos6-+-cos'y cos & COS y + COS « COS 6 
(a7) cosa= TT, Gosb— 2 —", cosc — LEE 
sin6siny sin 7 Sin « sin z Sin 6 


@ étant une quantité déterminée par la formule 
(28) @? — 1 — cos? & — cos?6 — cos? y — 200$ « cos6 cosy. 


Les formules (22), (24), (26), (27) coïncident avec les formules (7), (26), 
(ro) et (30) du $ IV. Ainsi, les équations fondamentales de la trigonométrie 
sphérique sont comprises parmi celles auxquelles on se trouve conduit par 
la comparaison des formules (r2) et (13). 

Au reste, il est juste d'observer que les formules établies ou rappelées dans 
ce paragraphe, et les démonstrations que nous en avons données, ne diffe- 
rent pas, au fond, des formules et démonstrations présentées par M. Sturm, 
dans un Mémoire que renferme le tome XV des Annales de Mathématiques 
de M. Gergonne. Telle est, en effet, la conviction qu'a produite en nous 
une étude approfondie de ce Mémoire. Seulement il nous semble que les 
notations dont nous nous sommes servis donnent au langage analytique une 
clarté, une précision nouvelles. Dans le Mémoire de M. Sturm, les angles 
formés par le rayon vecteur r avec les axes coordonnés des x, y, z, pro- 
longés du côté des coordonnées positives, et avec des perpendiculaires 


(544) 


aux plans de ces axes, sont exprimés à l’aide des notations 


(r,æ), (7); (r,2), 
(r, y2), (r, zx), (r, ÆŸ) ; 


et ces expressions sont admises dans des formules où l’auteur désigne avec 
nous, par x, ÿ, 2, les coordonnées de l'extrémité du rayon r. Pour rendre les 
notations uniformes et plus précises, il nous paraît utile de considérer toujours, 


: AN , y + 
dans l'expression (r, s) ou (r,s), employée pour désigner un angle, les lettres 
r'et s comme représentant deux longueurs absolues, mesurées dans des di- 
rections déterminées, et de remplacer, en conséquence, dans l'expression 


(r58), la lettre s, non par la lettre x ou par le système de deux lettres yz, 
mais par une longueur nouvelle x ou X, mesurée sur le demi-axe des x posi- 
tives, ou sur un demi-axe perpendiculaire au plan des yz, quand il s’agit de 
représenter l'angle formé par ce demi-axe avec la direction du rayon vec- 
teur r. Observons encore que, si la formule (4) ou (5) n'est pas écrite en 
toutes lettres dans le Mémoire de M. Sturm, elle peut, du moins, être con- 
sidérée comme comprise dans les équations qu'il a données, et spécialement 
dans les formules (13) et (18) du Mémoire cité, c’est-à-dire, en d’autres 
termes, dans les équations (2) et (6), d'où on la déduit immédiatement, et 
d'où l’auteur a effectivement déduit celle en laquelle elle se transforme dans 
le cas particulier où l’on fait coincider le rayon vecteur s avec le rayon 
vecteur r. 

Remarquons à présent que l'on pourrait tirer encore les équations fonda- 
mentales de la trigonométrie sphérique, et spécialement la formule (20), 
non plus des équations (14), résolues généralement par rapport à x, Fes; 
quelles que soient d’ailleurs les valeurs attribuées aux variables X, F,Z, mais 
des équations (10), résolues par rapport à x, y,z, pour des positions par- 
ticulières et déterminées du rayon r. En effet, concevons d’abord que l'on 
fasse coïncider le rayon r avec la longueur X, mesurée sur le demi-axe des X 
positives. Alors la formule (8) donnera 


D ” r r COS y r cos 6 
(20) = ——)5 ET Pere à. 2 ur Es 
29 cosx” cos g ? COS » 


et les formules (10) se réduiront à celles-ci: 
r COS À = X + y COSC + Z cos b, 
(30) O—ZXCOSCHY + 2COS4, 


O = X COS b + Y COS A + z. 
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Or, des équations (30) résolues par rapport à x, y, z, on tirera 


À 
{ PT. RE, 
Ga) Pont LRU di 
ou, ce qui revient au même, 
A HF: ph K 
(32) om = , 
æ 4 z rcos À 


puis, en substituant dans la formuie (32) les valeurs de x, y, z, fournies par 
les équations (29), on trouvera 


cos p csv, À 


COS cos6 cos } 


Acosi= — F 


par conséquent , 


cos cos . COS y COS À 
K=Acos 1=——#F sr GO R EE + — 
cos y cos 6 


On trouvera de même, en faisant coïncider le rayon r avec la longueur Y, 
mesurée sur le demi-axe des F positives, 


D COS p COS y cos À cos pr 
nt RO TEUT ER EEE EEE À | 


cos & É cos 


K=Bcosu=— 


puis, en faisant coïncider le rayon r avec la longueur Z mesurée sur le demi- 
axe des Z positives, 


cos y cos À COS 1 COS y 
RC D 
cos 6 cos « 


. 
} 


et il est clair qu'en réunissant les trois valeurs précédentes de À, on repro- 
duira précisément la formule (20). 

Il est bon d'observer que les numérateurs des fractions qui, dans les for- 
mules (24), représentent les cosinus des angles &, 6, y, se réduisent préci- 
sément aux résultantes 

NA D, — E 3 


formées chacune avec quatre termes du tableau (15). D'ailleurs, ce tableau 
est précisément celui qu'on obtient quand on réduit à son expression la plus 
simple chacun des termes du suivant : , 


cos (x), cos (x; Y), cos (x,2), 
/ LA) A A 

(33) cos (y,x), cos(y,y), cos(y,z), 
| cos (25%), cos(z,Y), cos (2,2). 
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Donc, la forme la plus naturelle des équations (24) est celle à laquelle on 
arrive quand aux numérateurs des rapports qui expriment les valeurs de 
cosæ, cos6, cos y, on substitue trois résultantes, dont chacune est formée avec 
quatre termes du tableau (33). Concevons, en particulier, que dans la valeur 
de cosy, déterminée par la dernière des équations (24), ou, ce qui revient 
au même, par la suivante 


F 


COSY = — ————) 
/ sin a sin à 


on substitue la valeur de — F déduite du tableau (33), savoir : 


La\ Lai A Lai 
— F= cos(x,y)eos(z,z)— cos(x,z) cos(y, 2), 


on trouvera 
A A A A 
cos (x, y) cos (z,z) — cos(x, z) cos (y, 2) 


(34) COS y — 


. LA 0 7h 

sin (x,z)sin (y, 2) 

Comme on devait s'y attendre, l'équation (34) se réduira simplement à la 
formule 


(35) cos y — cos FR y) — cos FA QE cos (,: æ) 
sin (x? z) sin (y z) 


si l’on a égard à l'équation identique 
A 
COS (Z,Z) = 1. 


Mais la formule (34), qui conserve mieux que la formule (35) la trace des 
opérations à l’aide desquelles on l’a construite, est aussi plus élégante et plus 
facile à retenir, puisque lenumérateur de son debit membre est la différence 
de deux produits de mêmes dimensions, dont le second se déduit du premier 
par un échange eva entre les lettres qui occupent la seconde place dans les 
deux expressions CRT (2,2). 

Il est bon d'observer encore que la formule (25) coïncide avec l'équation 
(40) du $ IV. En effet, on tire de cette dernière équation 


(36) ÿ = 4sinpsin(p — a) sin (p— b)sin(p—c), 


la valeur de 2p étant 
2p=a+b+c, 


ou, ce qui revient au même, 


> b 0 b mn “ci . 4 # — C 
(37) 6° — 4sin (ET) sin (+) sin (<= ) sin (HS). 
2 2 2 2 
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D'ailleurs , Les deux formules | 
2 sin p sing = cos(p — q) — cos(p + q), 
2 cos pcosq C0 (p —.q) + cos (p + q), 
donneront, d'une part, 


akb+ce . b+c—a 
réte ob 


ù = ços a — cos(b + c), 


2sin 


. c+a—b . ja+b—ec 
2$SIn : ‘Sin 


—= cos(b— €) — cos a, 


et, d'autre part, 


cos (b+ c)+cos(b— €) = 2c0s bcosc, 


cos (b+ c)+ cos(b — c) 2 TRE — 1—cos? b-- cos*c. 


Donc, on tirera de la formule (37) 


8 = [cos a — cos(b + c)|[cos(b — c) — cosa] 


— 1 — cos? a — cos? b — cos? c + 2c0osacosbcosc. 


Ajoutons que, si au triangle sphérique dont les côtés sont 4, b, c, on substitue 
N L LA . L L 

le triangle sphérique supplémentaire, on obtiendra, au lieu de la formule 

(36), la suivante : 


(33) ®? = — {cosw:cos (s —«) cos (m — 6) cos(æ — y), 


et que l'équation (28) coïncidera précisément avec la formule (38). 
Avant de termimer ce paragraphe, nous allons encore déduire des équa- 
tions (2), (3), (4), (5), (6), quelques formules qui méritent d'être remarquées. 
Si, dans l'équation (6), on remplace successivement la lettre s par chacune 
des lettres r, x, y, Z, alors, comme l'a observé M. Sturm dans le Mémoire 
déjà cité, on obtiendra successivement les formules 


(39) r == XCO8 (r, x) + y COS (r, y) + 3 cos (r 2) ’ 


A A NE 
rcos(r, x) = x + y cos (x, y) +3 cos (x, z), 


(40) r cos (re) = a COS (x°y) + y + 30cos( y2), 
| r cos (r22) = & COS (x 2) + y cos (yF 2) + 2, 


dont lesitrois dernières coincident avec.les formules (10) , tandis que la pre- 


44. 
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mière, multipliée par r, puis combinée avec les trois dernières, reproduit 
l'équation connue 

: 2 : 2 LAS Le) 5 59N 
(1) r= x? +7 +2 +ayzcos(y, 2) + 2zxcos(z,x)+ 2x7 cos(x, y). 
En opérant de la même manière, on tirera de la formule (7) 

à ° e LAS La) A 
(42) r=X?+F?+27+92YZcos(Y,Z)+ 2ZX cos(Z, X)+2XF cos(X, Y). 

Si dans l'équation (6) on échange entre eux les rayons r, $, alors, en nom- 


mant 


u 


CS UE 
ra) L4 ; / e L4 
ce que deviennent les coordonnées x, y, z quand on passe de l'extrémité du 
rayon r à l'extrémité du rayon s, on trouvera 
La: La) A a) 
(43) scos(r, s) = x cos (r,x) +7" cos(r, y) +z/cos(r,z); 


et de l'équation (43), multipliée par r, puis combinée avec les équations (40), 
on tirera la formule 


(44) rs cos(r, s) = Xx'+yy'+ 27 
+ (y2'+7'z) cos (yF 2) +(zx'+ 2'x) cos(z, x) + (xyr'+x'y) cos (x; y), 


qui est l’une de celles que M. Binet a données dans le tome XV du Journal 
de l’École Polytechnique. Pareillement, si l'on nomme X’, F', Z' ce que 
deviennent les coordonnées X, F, Z quand on passe de l'extrémité du rayon 
r à l'extrémité du rayon s, on obtiendra la formule 


(45) rs cos(r?s) = XX 'LPT'E77 
LEZ F2) co 2)+(ZX ZX) cos X) + (XP EXP) co(XŸ) 


donnée encore par M. Binet. De plus, si dans les formules (44), (45) on 
substitue les valeurs de 


D RL nn 
tirées des formules (2), (3), et les valeurs semblables de 
a, a A FLN 


on obtiendra deux équations dont la première a été indiquée par M. Sturm , 
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dans le Mémoire cité, et dont la seconde sera 


6 cos (r$ x) cos (x) cos (roy) cos . cos (r£ 2) cos (s, 2) 
(46) cos (rss s)= + Fe Aa 


cos? FA X) cos? (y, YŸ) cos (z, Z) 


jé cos (r, Ty) cos re Ds cos es: z) cos (s, 1) cos (Y TG) 
cos (y, FY) cos CA Z) 


0 (Da) cos (2 ) cos (4 x) © s(s 2) NA 
cos (7, Z S, X 7! OS(S, Z 
+ —— e ? 27! cos (Z, X) 


cos CA Z) cos (xPX) 


dl cos (r. x) cos œ y) + cos GA y) cos(s, x) cos (X° Ÿ), 
cos FA X) cos (y; 5%) 


ou , ce qui revient au même , eu égard aux formules (1), 


A A A A 
A cos(r, x)cos(s, x)  cos(r, 7) cos (s, sr cos (7, z) cos(s, 2) 
(47) cos (r, s) — cos’ À cos? cos? y 


A A A 
cos (r, y) cos (s, z) + cos (s, Ty) cos (r, 2) 
” COS p. COS v 


Cos & 


A 
cos (r, z) cos GS x) + cos (552 z) cos (r, x) 
_ | cos 8 
cos y cos À 


A A A A 
cos (r, x) cos(s, y) + cos(s, x) cos (r, y) 
cos À COS pr 


cos}. 


Enfin, si l'on fait coincider le rayon s avec le rayon r, les formules (44), (45 
se réduiront aux formules (41), (42), la formule (4) ou (5) sera réduite à l'équa- 
tion 


A A A A A AN 
cos(r, x)cos(r, X) es (r,y)cos(r, Y) og cos(r, z) cos(r, Z) 


48 1 = 7 

(48) cos x) cos (y, Ÿ) cos (XP X) 

que l'on trouve déjà dans le Mémoire de M. Sturm ,'et les formules (46), (47) 
donneront 


AN ax A 
cos’ (r, x) FA cos’ (r, y) . cos? (7, z) 


(49) 1 = 


cos? (XX) cos? (y Y 1) co fee) 


FE. MAUR Ty) cosir, 5 co os (Y: SZ) , os 2) cos (r3 x LEE (Z, T'Y) 
Le Y)cos(z, 2) DER "ti 


A 
À PRALEl x) cos (#43) st x), 
cos (x X)cos(y, Y) 
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ou, ce qui revient au même, 


La LA) à A 
(50) 1 + cos” (r, x) , Cos’(r, ÿ) , cos’ (7, z) 
né cos* À cos? p cos? y 
INT IN A A Fe 
s(r, y)cos cos cos cos(7, y 
+ ss (r; 3) BD otsh cos (7, 2)Cos(r, x x] hs Ci Ya 2% (r, x) CA ) cos 7. 
COS p COS y cos y COS } cos À COS y 


La formule (46) ou (47) est celle qui sert à exprimer généralement le cosinus 
de l'angle compris entre deux directions données, en fonction des cosinus 
des angles formés par ces deux directions avec trois axes quelconques rec- 
tangulaires ou obliques. La formule (49) ou (50) fournit la relation connue 
qui existe entre les cosinus des trois angles formés par une seule direction 
avec les trois axes que l’on considère. 

Dans le cas particulier où les axes coordonnés des x, J,2 sont rectangu- 
laires, ils se confondent avec les axes conjugués, c'est-à-dire avec les axes 
coordonnés des 4, F, Z, en sorte qu'on a 


XX, Very, LE 


Alors aussi, chacun des angles a, b,c,«, 6, y étant droit, et chacun des 
angles }, 2, v étant réduit à zéro , chacunedes quantités 


cosSa, cosb, ‘cosce 
s'évanouit, et chacune des suivantes 
sina, sind, sinc, <cosÀ, cosu, -cosv 


se réduit à l’unité. En conséquence, les formules (10), (22), (41), (44), (47), (60) 
se réduisent aux ‘équations connues 


(51) RÉF cos(r, x), Ve rcos(r, y), 2 rcos (rS 2), 
(52) À à 

(53) r=ax?+)?+ 2, 

(54) rS= 2x" +yy' +22", 


(55) cos (rss) 0 (rex) cos CA X) + cos (D y)cos(s, ») + cos (re z) cos (52 z) 
(56) 1 "cos? (re x) + cos?(r, y) + cos? (r z). 


Supposons maintenant que des axes coordonnés, l'un, par exemple l'axe 
des z, soit perpendiculaire aux deux autres, c’est-à-dire aux axes des x et y, 


( 354 ) 
l'angle 
6 LA) 
(#7) 
compris entre ces deux derniers axes pouvant d'ailleurs être aigus ou obtus. 
Alors, le plan des x, y étant en même temps le plan des #, F, l'axe des Z 
viendra se confondre avec l’axe des z, en sorte qu'on aura 
(57) 22 21 V9: 
Alors aussi on aura évidemment 
/ T 
(58) a=6—a—b—;", A—=C;, 
par conséquent, 


(59) cosa — cos8—cosa—cosb—0o, sinx —=sin$—sina=sinb= 1, 
9 


COS y — COSC, siny—=sinc, 
et les formules (15) de la page 322 donneront 
(60) cosk—cosu—sinc, COSy—I. 


Au reste, la seconde des formules (60) se tire immédiatement de la seconde 
des formules (57), et quant à la première des formules (60), on peut la dé- 
duire de cette seule considération que les axes des X et F, tous deux renfer- 
més dans le plan des x, y, seront, dans l'hypothèse admise, perpendicu- 


laires, le premier à l’axe des y, le second à l'axe des x. Les valeurs des 
angles 
a, b, &, 6, VE À, He, Ÿ 


et celles de leurs sinus et cosinus étant déterminées par les équations qui 


précèdent, les formules (12), (13), (22), (26), (41), (44), (47), (50) donne- 


ront 


(61) X 40 Sn FER, Ze 25 

sin c sin c 

X— Y cosc Y— cosc+Ÿ 
(62) 7 
sin c sin c 
(63) ÿ—0 = sinc; 
(64) r= x?+ y}+ 2+ 2x7 cosC; 
(65) rs cos (r, s)= ax" +yy'+ 22 +(xy'+ x! y) cos c'; 
A (x) 008 (ss X) 2 cos (y) cos (s, ÿ) ivre 
cos (7, X}) COS [S, X cos (7° cos (s ; s 
cos (rss rer PTT ke! »Y/ + ços(r, z) cos (s, 2) 


(66) n" A CA A 
cos (r, x) cos (s, y) + cos(s, x) cos (r, y) 
Ex sin? c 


cos C. 


( 352 ) 


Ajoutons que, si des deux rayons vecteurs r,s, le premier est perpendiculaire 
à l'axe des x, et le second à l’axe des y, on aura 


cos(r, x) — 0, cos(s, y) = 0. 
Donc alors la formule (66) se trouvera réduite à l'équation 
fa A LAN Lai Lai Lai 
(67) cos (r, $) — cos(r, z) cos (s, z) — = cos (s, x) cos(r, y), 


que l'on peut écrire comme il suit : 


La) Lai 
Va " + À 
(68) cos (r, z) cos (s, Z) — cos(r, s)— La cree ee 3), 


la valeur de c étant toujours 
FAN 


c— 3,7}; 


D'ailleurs, en vertu de la formule (35), le premier membre de l’équa- 
tion (68), pris en signe contraire et divisé par le produit 


. AN . A 
sin (r,z)sin(s, z), 


donne pour quotient le cosinus de l'angle dièdre opposé à l’angle plan (r, s) 
dans l'angle solide (r,s,z). Donc l'équation (68) entraîne la proposition suivante: 

Théorème. Étant donnés trois axes des x, y, z dont le troisième est per- 
pendiculaire aux deux premiers, si l’on nomme 


> PR UE 
trois longueurs mesurées sur ces trois axes, à partir de l'origine , dans le sens 
des coordonnées positives, et r, s deux droites qui, partant elles-mêmes de 
l'origine, soient respectivement perpendiculaires, la première à l'axe des x, 
la seconde à l'axe des y, le cosinus de l'angle dièdre opposé à l'angle plan 


(r, os), dans langle solide (r, s, z), sera égal au rapport 


A A 
cos 6 x) cos G y) 


2? 
sin (ro 2 z) sin (S z) sin FA y) tang (x y) }) 


pris en signe contraire. Nous montrerons, dans un autre Mémoire , comment 
l'on peut faire servir cette proposition, ou, ce qui revient au même, la for- 
mule (67) à la recherche de l'équation différeritielle que vérifie généralement 
le cosinus de l'angle compris entre deux lignes tracées sur une même surface 
courbe. 


(1355 ) 


$& VIT. — Sur la transformation des coordonnées rectilignes en d’autres coordonnées de méme 
espèce. 
Nommons 
nr Jr 0 


les coordonnées d'un point mobile P rapportées à trois axes quelconques 
menés par l’origine O. Soient d'ailleurs 


ir 2 ve 


six longueurs mesurées à partir de l’origine ©, d'une part sur les demi-axes 
des x, y, z positives, d'autre part sur trois perpendiculaires aux plans 
coordonnés des y, z, des z,x, desæ, y; et supposons, pour fixer les idées, 
ces perpendiculaires prolongées à partir des plans coordonnés des mêmes 
côtés que les demi-axes des coordonnées positives, en sorte que chacun des 
trois angles 


LAN PA PAS 
œ; À}, (y, Ÿ), (z, 2) 
se réduise à un angle aigu. Enfin soient 


TL; VAT Z, 


de nouvelles coordonnées du point P, relatives à de nouveaux axes rectili- 
gnes qui continuent de passer par l’origine O; et supposons que, pour ce nou- 
veau système d’axes, les longueurs précédemment représentées par 


X,, Vs 2 SRE Po / 
deviennent 
Xys Vas Z1 do De 


On passera des coordonnées x, y, z aux coordonnées x,, ÿ,, Z,, et récipro- 
quement, par le moyen d'équations toutes semblables à l'équation (16) de la 
page 144, par conséquent à l'aide des formules 


A A A 
æcos(x, X;) +ycos(y, X;:)+zcos(z, X:) 
9 


Li — A 
cos(x:, X:) 
La) LAS LAS 
__æcos(x, Y:)+ycos(y, Y:)+zcos(z, Y:) 
(r) Le A 2 
cos (y:, Yi) 
A A A 
2 æcos(x, Z)+ y cos(y, Z) +zcos(z, Z) 
| or n A ? 
cos (z,, Zi) 
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ou à l’aide des formules 


A A A 
ain cos(x;, X)+yicos(y:, X)+z.cos(z, X) 


À 
cos(x, X) 
A A A 
An + 2,CO8 (x, Ÿ)+ y:cos(y,, Y)+z.cos(z, Y) 
(2 = 2 
cos (yTY) 


A A A 
___mcos(x, Z)+yicos(y,, Z)+ z:cos(z,, Z) 


/ LAS 
cos (z, Z) 


En vertu de ces formules qui étaient déjà connues [voir en particulier le Mé- 
moire de M. Sturm, inséré dans le tome XV des Annales de Mathématiques 
de M. Gergonne|, les coordonnées æ, ÿ, Z seront des fonctions linéaires de 
æ,7, Z, et réciproquement. D'ailleurs, en résolvant les équations (2) par rap- 
port aux coordonnées nouvelles 


e 
Mis lis 2%, 


on obtiendra, pour ces coordonnées, des valeurs qui devront évidemment 
coincider avec celles que fournissent les formules (1), quelles que soient 
d'ailleurs les valeurs attribuées à x, y, z. Donc les constantes qui représen- 
tent les coefficients de x, 7, 3, dans les formules (1), pourront êrte exprimées 
en fonction des constantes qui représentent les coefficients de x, T1 3 dans 
les formules (2), et réciproquement, en sorte qu'on pourra obtenir neuf équa- 
tions de condition entre les cosinus des six angles 


. A. ne. 
RS), ŒY), G2). 
A F AN Ts r AN 
(x:, À), (Y15 Y), (Z,2) 


ct les cosinus des angles formés, 1° par les directions des longueurs x, y, z 
avec les directions des longueurs X,, Y,,Z,; 2° par les directions des lon- 
gueurs x,, ÿ4, Z, avec les directions des longueurs X, Y, Z. 

Dans le cas particulier où les nouveaux demi-axes des coordonnées posi- 
tives coïncident avec ceux sur lesquels se mesurent les longueurs X, Y,Z, 
les nouvelles coordonnées du point P, relatives à ces nouveaux demi-axes, 
sont précisément celles que, dans le $ VI, nous avons représentées par les 


trois lettres 


LL 


Alors aussi les formules (1) et (2) se réduisent aux formules (12), (13) du $ VI, 


(355) 


et les équations de condition, que vérifient les coefficients renfermés dans 
ces formules, aux six équations comprises dans la formule (20) du $ VE. 

Lorsque les axes coordonnés des x,, Y,, z, se coupent à angles droits, les 
directions des longueurs X,, Y,, Z, se confondent avec celles des longueurs 
Xi Vis 2 €t, par suite, les formules (1) donnent simplement 


Xi = rcos fx xs) + y cos (y5 x) + Z COS (ax), 
fi x Cos (x) +T cos (y? y) + ZCOS (25 y), 


A A A 
Z = X COS(X, Z,) + y COS (y, Z,) + zcos(z, Z:). 


(3) 


Pareillement, lorsque les axes des x, y, z se coupent à angles droits, les di- 
rections des longueurs X, Y, Z se confondent avec celles des longueurs x, y, 7, 
et, par suite, les formules (2) deviennent simplement 


AN AN LE À 
\ X = A, COS(X, X4) + YACOS(X, V1) + 2, COS(X, Zi), 
A A) 


| J= 24 cos(y;x) +71 COS(ÿ, y) + 2 Cos(y, 21), 


TN PAS ANSE 
2 = X, COS(Zz, x,) + Yi COS(Z, Y,) + 3, COS (z, Z,). 


(4) 


Si les deux systèmes d’axes coordonnés sont rectangulaires, les formules (4) 
subsisteront en même temps que les équations (3). 


Concevons maintenant qu'il s'agisse de transformer les coordonnées obli- 
ques 


RE SOU - 
en coordonnées rectangulaires 
X, 4: 2, 
relatives encore à trois axes qui passent par l'origine O, et supposons que ces 
trois axes, prolongés dans le sens des 
ZX, Y, 2 


positives, soient respectivement ceux sur lesquels se mesurent les trois lon- 
gueurs 


X Yx 9 Zx, y 


En d’autres termes, supposons que le demi- axe des « positives se confonde 
avec le demi-axe des æ positives; le demi-axe des y positives, avec une droite 
menée, dans le plan des +, y, perpendiculairement à l'axe des x, et dirigée 
de manière à former avec le demi-axe des J positives, un angle aigu; enfin 
le demi-axe des : positives, avec une droite perpendiculaire au plan des 


45. 


(356 ) 


x, y, et dirigée de manière à former, avec le demi-axe des z positives, un 
angle aigu. En remplaçant, dans les équations (3) et (2), 


Lys Vus Z PAT x, Y: 2» 
Et X49 Yo Z4 Par X, Yrs Zx,y ON trouvera 


A A 
ee À + ycos(y, x) + Zcos(z,x), 
(5) y = ÿCos (y,y:) + 2C08 (,ÿ.) ’ 


LA 
: — 3COS (2,Z,,), 


et 
( x) cos( & X) 
D +. 
cos (x, X) cos (x, X) 
0S(Z% 
(6) | pe he Dee ( 2 "i, 
cos(y, Ÿ) cos (y, Ÿ) 
Mie A2 
cos (z,2) 


D'autre part, les trois longueurs 
eZ 


pourront être censées se confondre, en grandeur comme en direction, 


avec les trois longueurs 


Xy, 2 9 Y2,x9 Z,,55 


et si, en considérant l'angle solide (x, y,z), on nomme 


a, b, c les trois angles plans opposés aux trois arêtes x, y,7; 
2,8, y les trois angles dièdres opposés à ces angles plans; 
À, , v les angles aigus formés par les trois arêtes x, y, z avec les perpen- 
diculaires aux trois faces opposées à ces arêtes, on aura 
La) A LAN 
RD dia h Gyie, 
(YuZ) = &, (25x,) = 6, (&:Y)= 7; 
LaY Lai A 
(Y,Z)=r—-a, (Z,X)=r—6, (X,Y)—7— 7, 


A A A 
GX) ZX, (y, Y)=p, GZ)=». 


(CT ) 
Cela posé, en ayant égard aux formules (1), (6), (8), (9) des pages 506 et 
308, on trouvera 


ai La 
cos (y,x) = cosc, cos(z,x)= cosb, 
A . A . A . . 
cos (y y;) —sin(x,y)=sinc, cos(z,y,)= sin (z,x)cos(y,, z,) = sin b cos a, 
La) Le) 
cos (z,Z,,;) — COS(Z,Z) — COS y, 
Cos(Z,, 71 À) = COS (ZY) — — cos6, cos(z,,,, Ÿ) = cos (ÉY) — — COS y. 
De plus, les longueurs 
Yx + Ce Y,x9 Z — Z,,y 


étant toutes trois comprises dans un même plan perpendiculaire à l'axe des x, 


et les deux longueurs 
Yxo Z ca Zx,y 


étant, dans le plan dont il s’agit, perpendiculaires l'une à l’autre, l'angle 
aigu 

LA) 
(1) 
aura pour complément l'angle 


Ces 
(Z; Y) te 
ou son supplément &. On aura donc 
A . 
cos (y, Y)= sine, 


et l’on trouvera de même 


Led 


cos(x,, X) — sin 6. 


Enfin, les plans des deux angles 
CAS Le LAN 
(y) (GX) = (63x52) 
étant perpendiculaires l'un à l’autre, puisque le premier de ces deux plans , 


Ü < Q # LAN 
c'est-à-dire le plan des x, y, passe par l'axe des y, tandis que le plan (x,,x,,.) 
est perpendiculaire au même axe, le 7° théorème de la page 311 donnera 


cos (vs X)— Cos(x,,) cos(x,, X)= cos (x, y.) Siné; 


( 358 ) 
et comme évidemment l'angle 


A 


(&s Yx) 


sera le supplément de l'angle VN=e, la valeur précédente de cos (ySX) 
deviendra 


La 
cos (y,,X) — — cos csiné. 
Donc, en définitive, si l'on exprime, en fonction des neuf angles 
a, b,c, a, 6,7%, À, pu, v, 


les coefficients de x, y,z ou de x,w, =, renfermés dans les seconds mem- 
bres des formules (5) et (6), ces formules se réduiront aux suivantes : 


x = ZX + }CUS C + 2 C0S6, 
(7) — ysinc + 2sin b cos & 
j 7 ; 
2 — Z C0SŸ, 


x sin 6 COS € + z cos 6 


D 
cos } : 
Sin & — 2 COS & 
(8) A — À 
cos p 
TT cos» 


On ne doit pas oublier que, dans les formules (7), (8), les trois cosinus 


COSÀ, COS, COS 
sont liés aux sinus des angles 
HD) 0  d:6 " 


par les équations (15) de la page 323, ce qui permet d'éliminer les trois 
angles 


Xi HU, 0 


Si, pour fixer les idées, on tire des équations dont il s’agit des valeurs de 
cos }, cos pi, cos y, exprimées à l’aide des seuls angles 


D, C, ©, 6, 


(359 ) 
déjà renfermés dans les formules (7) et (8), on aura 
cos = sincsiné, cosp—sincsinæ, cos y— sin b sin &; 
et, par suite, les formules (7), (8) donneront 
x=X+ycCosC+zcosb, 
(9) | y= ÿ Sin c + zsinbcose, 


z — 3 sin b sin & ; 


= x — y CotC — : cosec C cot 6, 
(10) J=(y—2cotax)cosecc, 
Z = : cosec «& cosec b. 


Les équations (9), (10) s'accordent avec des formules déjà connues. Elles of- 
frent cela de remarquable, qu'elles renferment seulement les deux angles plan: 


b=— (2, x) oc (x, y) : 


formés par les demi-axes des y et z positives avec le demi-axe des x positives, 
et l'angle dièdre & compris entre les plans des deux angles D, c. Les deux 
dernieres des équations (10) remplissent aussi cette condition, à laquelle la 
première des équations (10) satisfera elle-même, si l’on y substitue, à la place 
de cot6, sa valeur déduite des formules (27) et (35) dn $ IV. En effet, ces 
formules donneront 


sin a cos 6 — sin € cos b — sin b cos c cos &, 
sin a sin 6 = sin bsine, 
et, par suite, 


sin € cos b — sin 6 cos c cos & 
sin à sin x 


cot 6 — 


——— 3 


puis on en conclura 
cot bd — cos x cot c 
sin « 


cosec c cot 6 — 


Donc, les formules (10) peuvent s'écrire comme il suit: 


cot b — cos zx cot c 
X—= x — y COtC — : : , 
Sin & 


(11) - ] y = (y —2cot a) cosecc, 
z 


— 2: COSEC & Cosec b. 


( 369.) 
Au reste, pour obtenir immédiatement les formules (1 1), il suffit de résoudre, 
par rapport à x, y, 2, les équations (9). 
Dans le cas particulier où le point P est l’un de ceux que renferme le plan 
des x, y, les coordonnées 


Zz et 


s'évanouissent. Alors les relations linéaires qui, en vertu des formules (9) et 


(11), subsistent entre les coordonnées x, y et x,y#, se réduisent aux 
suivantes : 


(I 2) œ 


x + yCOSC, 4 — ÿ COSC, 


(13) # 6 = x — 4 COtC, J — ycCosecc, 


qu'il serait d’ailleurs facile d'établir directement. 


( 361 ) 


MÉMOIRE 


SUR LES 


FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES. 


$ I. — Des expressions imaginaires, de leurs arguments et de leurs modules. 


Ainsi que je l'ai remarqué dans mon Analyse algébrique, une expression 
imaginaire n'est autre chose qu'une expression symbolique de la forme 


æ+ 6V—1, 


z, 6 désignant deux quantités réelles. On dit que deux expressions imagi- 
naires 
a+8V—1, y+dy—1 


sont égales, lorsqu'il y a égalité de part et d'autre, 1° entre les parties réelles 
2 et y; 2° entre les coefficients de ÿ—x, savoir, 8 et d. L'égalité de deux ex- 
pressions imaginaires s'indique, comme celle de deux quantités réelles, par 
le signe —, et il en résulte ce qu’on appelle une équation imaginaire. Cela 
posé, toute équation imaginaire n’est autre chose que la représentation sym- 
bolique de deux équations entre quantités réelles. Par exemple, l'équation 
symbolique 


a+6V—i=y+dV—-1 
équivaut seule aux deux équations réelles 
ay, 6—=d. 


L'emploi des expressions imaginaires, en permettant de remplacer deux 
équations par une seule, offre souvent le moyen de simplifier les calculs et 
d'écrire sous une forme abrégée des résultats fort compliqués. Tel est même 
le motif principal pour lequel on doit continuer à se servir de ces expressions 
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qui, prises à la lettre et interprétées d'après les conventions généralement 
établies , ne monent rien et n'ont pas de sens. Le signe Ÿ— 1 n’est en quel- 
que sorte qu'un ontil, un instrument de calcul, qui peut être employé avec 


succès, dans un sind nombre de cas, pour Mir beaucoup plus simples et 
plus concises, non-seulement les formules analytiques, mais encore les mé- 
thodes à l'aide desquelles on parvient à les établir. 

Deux expressions imaginaires qui ne diffèrent l'une de l’autre que par le 


signe du terme que renferme Ÿ— 1, par exemple 
D A, x Gr, 
sont ce qu on appelle conjuguées. 

Concevons maintenant que l’on effectue l'addition ou la multiplication 
de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en opérant d'après les règles 
généralement établies, comme si:ÿ— r'était un facteur réel dont le carré fût 
égal à — 1. On obtiendra pour résultat une nouvelle expression imapinaire , 
qui sera ce qu'on appelle la somme ou le produit des expressions données. 
Il est d'ailleurs naturel d'indiquer cette somme ou ce produit à l’aide des 
notations adoptées pour représenter la somme ou le produit de quantités 


réelles. C’est ce que l’on fait toujours. Lorsque l’on multiplie l'une par l’autre 
deux expressions imaginaires conjuguées , le produit devient réel. On a effec- 


tivement 
(1) (a+ 89 T)(a—8V TT) —%+862. 
Dans le cas particulier où les quantités réelles 

æ; 6 


se réduisent au cosinus et au sinus d’un même arc 5, alors, de l'équation (1) 
jointe à la formule 


(2) cos © + sin? — 1, 
on tire 
(3) (coss + V— 1 sin s) (cosæ — ÿ— 1 sin) — 1. 


Toute expression imaginaire 


a+ 68ÿ—1 
peut être présentée sous la forme 


p (cos +V—1sins), 


( 368 ) 


» désignant une quantité positive et 5 un arc réel. Effectivementl, si l'on 
pose 


? 


a +81 = p (cos + V— 1 sin), 
ou, ce qui revient au même ; 
(4) æ—pcos®, 6—=psins, 


on tirera des équations (4), jointes à la formule (2), 


(5) p = a+ 6?, 

puis, en supposant p positif, 

(6) PS Va?+67?, 

(7) COS = Se 
Ve +e Va +6 


et il est clair qu'on pourra satisfaire aux équations (7) par une valeur réelle, 
et même par une infinité de valeurs réelles de l'arc &. Le facteur p, dont la 
valeur unique se détermine par la formule (6), est ce qu'on appelle e module 
de l'expression imaginaire 


PANNE 


l'arc s est ce que je nommerai l'argument de cette expression. Si w désigne 


une des valeurs de cet argument, on vérifiera généralement les équa- 
tions (7) en prenant 


(8) 5—o+AÆn, 


k étant un nombre entier quelconque; et, par suite, les diverses valeurs de 
l'argument & formeront une progression arithmétique dont la raison sera la 
circonférence 27. Ajoutons que, si l'on désigne par o un arc réel quelconque, 


une seule des valeurs de l'argument & se trouvera renfermée entre les li- 
mites 


P—T, p+n. 


Comme il suffira de changer le signe de à pour transformer l'une dans 
l’autre les deux expressions 


x + 8ÿ—1 =p(coss + ÿ—1 sins), a—8ÿ—1 = p (cos 5 — \uwr sinz), 


il est clair que deux expressions imaginaires conjuguées offriront toujours, 


46. 
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avec un module commun équivalent à la racine carrée de leur produit, deux 
arguments égaux, au signe près, mais affectés de signes contraires. 
Si l’on multiplie l’une par l’autre les deux expressions imaginaires 


COS +ÿ—1sins, cosæ' + V—rsins, 

dont 5%, s’ représentent les arsuments, et dont les modules se réduisent à 
l'unité, on trouvera 
(9) (cosm+y—7tsin æ)(coss’+V—1sin m')=cos(s+s')+ÿ—1sin(s+"). 
Par suite, si l'on multiplie l'une par l'autre les deux expressions imapgi- 
naires 

a+6V—1=p(coss+y—1sins), d'+8y/—1=p"(coss/+ÿ— 1 sin"), 
dont les modules p, p' peuvent différer de l'unité, on trouvera non-seule- 
ment 
(ro) (a+ 6y — 1) (+8 — 1) = aa! — 66 + (aS' +6) —1, 


mais encore 


(11) (a+8y—1) (+81) — pe’ [cos (+5) +V—1sin(s+s")| 


I suit de la formule (10), que Le produit de deux expressions imaginaires « 
pour module le produit de leurs modules, et pour argument la somme de 
leurs arguments. D'ailleurs, le produit pe" étant, en vertu des formules (ro) 
et (11), le module de l'expression imaginaire 


aa —66 +(x8 +8) —1, 

l'équation (5) donnera 

pp =(au— 66} + (08 +a6}, 
ou, ce qui revient au même, 
(12) (a+ 67) (a"?+ 8?) = (au! — 88) + (8 + x'8). 
La formule (9) n'est autre chose que la représentation symbolique des deux 
équations réelles qui servent à exprimer le cosinus et le sinus de la somme 
de deux arcs en fonctions des sinus et cosinus de ces deux arcs. La for- 


mule (11), appliquée au cas où les quantités &, +, 6, 6 deviennent des nom- 
bres entiers, fait voir que, si l’on multiplie l’un par l’autre deux nombres en- 
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tiers dont chacun soit la somme de deux carrés, le produit sera encore une 
somme de deux carrés. 

Si l’on multipliait l’une par l'autre trois, quatre, etc., expressions imagi- 
uaires, alors, à la place de la formule (11), on obtiendrait une formule ana- 
logue de laquelle on conclurait que Le produit de plusieurs expressions ima- 
ginaires a pour module le produit de leurs modules, et pour argument la 
somme de leurs arguments. 

$ II. — Des variables imaginaires. 

Lorsqu'on suppose variables les deux quantités réelles s, £, ou au moins 

l’une d’entre elles, l'expression imaginaire x déterminée par la formule 


(1) æ—=s+t\—1, 


est ce qu'on appelle une variable imaginaire. 
Si l'on nomme r le module et p l’argument de la variable imaginaire x, 


on aura généralement 

(2) æ =r(cos p + V—1 sinp), 

r, p étant liés à s et £ par les formules 

(3) SPC D," L— Sub: 

et il sera nécessaire que des deux quantités r, p, l'une, au moins, soit variable 
avec x. 

Rien n'empêche de considérer les quantités réelles s, £ comme représen- 
tant les coordonnées rectilignes d’un point situé dans un plan donné. Alors 
les diverses valeurs de x que l’on déduira de la formule (1), en attribuant 
aux variables s, £ divers systèmes de valeurs, correspondront aux diverses 
positions que pourra prendre un point mobile P dans le plan dont il s'agit. 
Si les coordonnées s, £ sont non-seulement rectilignes, mais rectangulaires. 
le module r et l'argument p, liés à s et £ par les formules (3), représenteront 
le rayon vecteur mené de l'origine à ce point, et l'angle polaire que décrira 
ce rayon vecteur en tournant autour de l'origine considérée comme pôle ; 
par conséquent, r et p seront ce qu’on appelle les coordonnées polaires du 
point P. 

Si, dans l'équation (1), on fait converger la variable s vers une certaine 
limite S, et la variable £ vers une certaine limite 7° la variable x conver- 
gera elle-même vers une limite correspondante X qui sera déterminée par 


la formule 


X=S+TY/-:. 
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Une expression imaginaire variable est appelée infiniment petite lors- 
quelle converge vers la limite zéro, ce qui suppose que, dans l'expression 


donnée, la partie réelle et le coefficient de ÿ— 1 convergent en même temps 
vers cette limite. Cela posé, représentons par 


a+6V—1=p(coss+Y—1sins) 


une expression imaginaire variable, &, 8 désignant deux quantités réelles 
auxquelles on peut substituer le module & et l'argument 5. Pour que cette 
expression soit infiniment petite, il sera nécessaire et il suffira que son mo- 
dule p soit lui-même infiniment petit. 


$ IT. — Sur les fonctions de variables imaginaires, et sur celles de ces fonctions que l’on 
nomme entières ou rationnelles. 


Les variables imaginaires peuvent être soumises, aussi bien que les varia- 
bles réelles, à diverses opérations dont les résultats sont des fonctions de ces 
variables. Ces fonctions se trouvent complétement définies quand les opé- 
rations ont été définies elles-mêmes, et quand on a complétement fixé le 
sens des notations employées dans le calcul. 

Ainsi, par exemple, en vertu des définitions et conventions admises dans 
le $ L**, la somme ou le produit de plusieurs expressions imaginaires 


fe er Erreur Parce 
a+ EV—r, Œ'+EV—r, '+E'V—1,..., 
ne sera autre chose que l'expression de même forme à laquelle on parvient 
quand on ajoute entre elles, ou quand on multiplie l'une par l’autre les ex- 
pressions données, en opérant, d’après les règles établies pour les quantités 
réelles, comme si ÿ— 1 était un facteur réel dont le carré fût égal à —1; et 


cette somme ou ce produit s’indiquera toujours à l'aide des notations dont on 


se sert pour représenter la somme ou le produit de quantités réelles. Donc, 
si l'on nomme 


bio, hiax. 


plusieurs constantes et variables imaginaires, les valeurs des fonctions de x 
représentées par les notations 


Ta, x+a+b,.... ax, :abx,. abc, 
et des fonctions de x, y, z,... représentées par les notations 
DEV, LEP FI. LV) AŸB,..., UT S,..., 


seront toujours complétement déterminées. 
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De la notion des produits, on passe immédiatement, comme l'on sait, à 
celle des puissances entières. En effet, si l’on désigne par n un nombre en- 
tier quelconque, et par x une variable réelle, la #°°** puissance de æ, repré- 
sentée par la notation x”, ne sera autre chose que le produit de 7 facteurs 
égaux à x. Or il suffira évidemment d'étendre cette définition et cette nota- 
tion au cas même où la variable x devient imaginaire, pour que la fonction 


x” 


soit toujours complétement déterminée. 

Si l'on nomme r le module et p l'argument de x, alors, en vertu de la 
dernière des propositions énoncées dans le $ [°', x” aura pour module le pro- 
duit r” de n facteurs égaux à r, et pour argument la somme »p de 7 quan- 


tités égales à p. On aura donc 


(1) x" = r° (cos np + Ÿ—1 sinnp). 

Ces principes étant admis, une fonction d’une ou de plusieurs variables 
imaginaires pourra être considérée comme complétement déterminée, quand 
elle résultera d'une ou de plusieurs opérations dont chacune sera une atdition, 
une multiplication ou l'élévation d'une expression imaginaire variable à une 
puissance entière. En effet, pour obtenir la valeur d'une telle fonction, il 
suffira d’effectuer, l’une après l’autre, les opérations dont il s’agit. Les fonc- 
tions ainsi construites avec des variables imaginaires sont appelées fonctions 
entières de ces variables, c’est-à-dire qu'on leur donne le nom assigné aux 
fonctions de même nature, construites avec des variables réelles. Cela posé, 
les fonctions entières de variables imaginaires jouiront évidemment des 
mêmes propriétés que les fonctions entières des variables réelles, et vérifie- 
ront les mêmes formules. Ainsi, en particulier, La somme ou le produit de 
plusieurs variables imaginaires, tout comme la somme ou le produit de plu- 
sieurs variables réelles, offrira une valeur indépendante de l’ordre dans le- 
quel les additions ou les multiplications seront effectuées. Ainsi encore les 
deux formules 

@+P (ap) = x — 7) 
+7} = 2 +227 +7 


et les formules plus générales 


(2) LT — (x = FAT + APR +R ET"); 
(3) (ef =" + nat g + Date + ep 
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( 4) L'URL ee x” A, 
(5) (œyr} = x"7", 
(6) ( À a = L nxEA 


dans lesquelles m et n désigneront des nombres entiers quelconques, subsis- 
teront pour des valeurs imaginaires, aussi bien que pour des valeurs réelles 
des variables x , y. 

Les opérations inverses de l'addition et de la multiplication peuvent être 
effectuées sur des variables imaginaires, aussi bien que sur des variables 
réelles. Il est naturel de désigner, sous les mêmes noms, dans les deux cas, 
ces opérations inverses et leurs résultats, et de représenter ces résultats à 
l'aide des mêmes notations. C’est ce que l’on fait, autant qu'il est possible. 
Entrons, à ce sujet, dans quelques détails. 

Étant données deux variables réelles ou imaginaires x et y, la soustrac- 
tion ou l'opération inverse de l'addition consiste à trouver, par exemple, une 
nouvelle variable z qui, ajoutée à la variable x, reproduise la variable y, et 
vérifie en conséquence la formule 


(7) Ra Et de 


Le résultat de la soustraction s'appelle différence. Or comme, pour tirer de 
l'équation (1) la valeur de z, il suffira d'ajouter — x aux deux membres, il 
est clair que la différence z de y à x sera déterminée par la formule 


(8) 2=Y—X, 
et représentée, pour des valeurs quelconques de x et y, par la notation 
TJ —X. 

Ainsi la soustraction peut être réduite à l'addition; et, pour soustraire la va- 
riable x de la variable y, il suffira d'ajouter à cette dernière la variable — x. 

La division n'étant autre chose que l'opération inverse de la multiplica- 
tion, pour diviser y par x, il suffira de chercher la valeur de z qui, multi- 
pliée par x, reproduit y, et vérifie en conséquence la formule 
(9) hrs 


Le résultat de la division s'appelle quotient ou rapport géométrique. Le quo- 
tient de y par x s'indique, pour des valeurs quelconques réelles ou imagi- 
naires de x, à l’aide de la notation 


8 1 
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en sorte que l'équation (9) entraîne toujours la suivante 


(10) 3=% 
TL 

D'ailleurs, si l'on nomme r, r’ le module des variables x, y, et p, p' leurs 

arguments, On aura 


x=r(cosp+y—rsinp), y=r'(cosp' + V—Trsin P'), 
et, pour tirer la valeur de z de l'équation (9), réduite à la forme 
rz (cosp + ÿ 5 sin P) er (cos p' + V—1sinp) ; 


il suffira évidemment de multiplier les deux membres, 1° par le facteur _. 
? dl 


2° par le facteur 
cosp — Ÿ—1 sin p. 


En opérant ainsi, on trouvera, pour des valeurs du rapport 2 z, 


“14 É 
40 2 2 [cos (pp) + V=tsin (p—p}}, 

et l’on pourra, en conséquence, affirmer que le rapport de deux expressions 
imaginaires a pour module le rapport de leurs modules, et pour argument la 
différence de leurs arguments. Cette proposition, qui pourrait évidemment 
se déduire de celle que nous avons énoncée à la fini du $ [*, prouve que le 
quotient de deux variables imaginaires est toujours complétement déterminé. 
à moins que le diviseur y ne s'évanouisse avec son module 7: 


Dans le cas particulier où y se réduit à l'unité, le rapport z, réduit à _ 
TX 


devient ce que nous appelons l'expression ou la variable inverse de +. Alors 
la formule (11) donne 


(12) == (cos p— ÿ—1 sin p). 


I 

Ÿ dl 
. I . . . F er : 

Donc l'inverse . de la variable imaginaire x offre un module inverse du 


module de x, avec un argument égal, au signe près, à l’argument de x, 
mais affecté d'un signe contraire. 
\ k OC 5 ÿ ne | 

Comme on aura d’ailleurs, en vertu des formules (11) et (12), jointes à la 

formule (11) du $ E*, 
D I 
I 3) _ — 

si TX à 
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il est clair que, pour diviser y par æ, il suffira de multiplier y par l'inverse 
de æ. Ainsi le rapport de deux variables imaginaires est le produit de la 
première par l'inverse de la seconde. Cette proposition, jointe à celle que 
nous avons énoncée tout à l'heure, permet de substituer une multiplication 
à une division. 

Une fonction d’une ou de plusieurs variables imaginaires est appelée ra- 
tionnelle lorsqu'elle’ est"le résultat de plusieurs opérations dont chacune se 
réduit à une addition, à une multiplication, à la formation d'une puissance 
entière, ou à une division. Cela posé, les fonctions rationnelles de variables 
imaginaires jouiront évidemment des mêmes propriétés que les fonctions 
rationnelles de variables réelles, et vérifieront les mêmes formules. Ainsi, 
en particulier, toute fonction rationnelle pourra étre réduite au rapport de 
deux fonctions entières ; et, de plus, un tel rapport ne sera point altéré si 
ses deux termes sont multipliés ou divisés par un méme facteur. Ainsi, en- 
core, on tirera de la formule (4), pour des valeurs imaginaires, aussi bien 
que pour des valeurs réelles de x, 


L, mess 
(14) LP = —— 


Ajoutous que, pour obtenir une définition générale de x”, dans le cas où m 
désigne une quantité réelle, positive, nulle ou négative, mais dont la valeur 
numérique est un nombre entier, il suffira d'étendre la formule (14) au cas 
même où l'exposant 7» devient nul ou négatif. En effet, si, 72 étant un nom- 
bre entier quelconque, l’on remplace successivement, dans cette formule, 
in par zéro et par — 7, on trouvera 


(15) X=1] 
et 
I 
EP 
(16) XŸ= — 


IL'est bon d'observer qu'en désignant, comme ci-dessus, par r le module 
et par p l'argument de x, on tirera de la formule (16), jointe aux équa- 
tions (1) et (13), 


(19) x" = nr" (cos np —Y—1 sin np): 

Cela posé, si l’on nomme a une quantité positive ou négative dont la valeur 
numérique soit un nombre entier #7, on aura, en vertu des formules (1) 
et (17); 

(18) ax = r4 (cos ap + ÿ— 1 sin ap) 


. 
o] 
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4 
$ IV. — Sur les fonctions algébriques et irrationnelles de variables imaginaires. 


On est conduit à la notion des fonctions algébriques et irrationnelles, lors- 
qu’on cherche à effectuer l'opération inverse de celle qui a pour objet l'élé- 
vation d'une variable à des puissances entières , ou à généraliser l'emploi de 
la notation par laquelle on exprime ces puissances, et à étendre cet emploi 
au cas même où les exposants deviennent fractionnaires ou irrationnels. Pour 
bien comprendre ce que nous devons dire à ce sujet, il est nécessaire de 
rappeler d'abord eñ peu de mots la définition générale des racines et la dé- 
finition des puissances fractionnaires ou irrationnelles d'une quantité positive. 

L'opération inverse de celle qui a pour objet l'élévation d’une variable à 
la ne puissance, la lettre 7 désignant un nombre entier quelconque, c'est 
ce qu'on appelle l'extraction de la racine du degré n. Ainsi, extraire la ra- 
cine 7°" de Ja variable réelle où imaginaire æ, c'est tout simplement cher- 
cher une autre variable y dont la n°"* puissance reproduise x, en sorte 
qu'on ait 
(1) J"= x. 

D'ailleurs cette équation admet généralement z racines dont une seule est 
réelle et positive, quand on suppose que la variable x elle-même est réelle 
et positive. Adoptons cette supposition , et, en désignant, suivant l'usage, 


n - 
par ÿx la racine r*”* et positive de x, faisons, pour abréger, 


n 


(2) * + Væx. 
On aura 
(3) X = es 


et si, en nommant a un nombre entier quelconque, on élève les deux mem- 
bres de la formule (3) à la puissance du degré a, on trouvera 


Ca xt = x". 


Or, pour obtenir la définition générale de x‘, dans le cas où l’exposant a de- 
vient fractionnaire, il suffira d'étendre à ce cas la formule (4). En effet, si, 
. 1 - 
dans cette formule, on remplace successivement a par - et par 7, elle don- 
ñ ñ 
néra 
N m 
(5) = 


— x? 


[ 


X, ZT ; 


47. 
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I LE 


en sorte que x" ne différera pas de ÿx. Il y a plus; si l’on attribue succes- 


J \ 1 . I I 
sivement à la constante à les valeurs négatives — = —, la formule (4) 


donnera 
6) Men AT 


et, par suite, la quantité positive x“ sera toujours inverse de x”, c’est-à-dire 
; y 1 s : 
égale à => tout comme, en vertu de la formule (16) du $ IT, x" est inverse 


de x, et x" de x”. Ajoutous que, si la constante a, étant positive ou néga- 
tive, à pour valeur numérique un nombre irratiounel 1, on pourra obte- 
nir de ce nombre irrationnel des valeurs aussi approchées que l’on voudra, 


. , . . .,. nm 
exprimées par des nombres fractionnaires. Or, soit — une de ces valeurs ap- 


prochées. En vertu de la définition généralement admise par les séomeétres, 
les puissances irrationnelles 


—# 


CL EE T 


ne seront autre chose que les limites vers lesquelles convergeront les puis- 
sances fractionnaires 

m m 
n 


LA et 


tandis que le degré de l'approximation croîtra indéfiniment. D'ailleurs, ces 
dernières puissances se réduisant toujours à deux nombres inverses l’un de 
l'autre, on pourra en dire autant de leurs limites, en sorte qu'on aura 
encore 


(7) D 


En résumé, si la variable x est réelle et positive , alors, parmi ses racines 
du degré n, c'est-à-dire parmi les valeurs de y propres à vérifier l'équa- 
tion (1), une seule sera réelle et positive. Si, en désignant cette racine 
positive par la lettre x, on veut déterminer complétement la valeur de la 


fraction 
dé a 
TL 2 


il suffira, quand l’exposant a sera fractionnaire, de recourir à l'équation (4), 
et, dans le cas contraire, de faire converger un exposant fractionnaire vers 
la limite a. 
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Considérons maintenant le cas général où la variable x est imaginaire. 
Nommons r le module, et p l'argument de cette variable. Les diverses 
racines n°"* de x seront toujours les x valeurs de y propres à vérifier 
l'équation (1). Soient p et # le module et l'argument de l’une quelconque de 
ces valeurs; on aura, non-seulement 


æ=r(cos p+ÿ—Tsinp), y =p(cosæ+V— 1sins), 
mais encore, en vertu de la formule (1) du SH, 
pe DA ch now + \— 31 sin 5 ); 
et puisqu’à une expression imaginaire donnée correspond toujours un seul 


module , les deux modules 


n 


Ps r 


des expressions égales y” et x seront nécessairement égaux entre eux. On 
aura donc 


(6727 p"= Tr; 


et, par suite, la valeur de y” étant réduite à 


y'=r(cosns+V—1sinn5s), 
‘équation (1) donnera 


cos nœ HV —1 sinnz— cos p+v—rsinp, 
ou, Ce qui revient au même, | 
(9) COS2D—COSP, Sin — Ssinp. 
Or on tirera de l'équation (8) 


e=Vr, 


ou, ce qui revient au même, 
I 
10 g 
( ) p=r". 


De plus, en vertu des formules (9), l'arcnæ admettra une infinité de valeurs 
équidistantes; mais, comme ces valeurs se réduiront aux divers termes d’une 
progression arithmétique dont la raison sera la circonférence 2r, elles coin- 
cideront précisément avec les diverses valeurs que peut admettre l'argument 


LE 
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p de la variable x. Donc, par suite, les diverses valeurs des inconnues & 
et y seront celles que l’ou pourra déduire des formules ::: 


À: gi 
(11) sm =? 
et 
I \ 
= pr 2 44 — r dm? 
(12) PE LC (cos£ + V 1 sin HE 


en ÿ substituant pour p l’un quelconque des arguments:de la variable x. 

Il importe beaucoup de distinguer les unes des autres les diverses valeurs 
de y qui peuvent se tirer de la formule (12); et l’on s'exposerait à introduire 
une étrange confusion dans le calcul, si on les désignait toutes indistincte- 
ment par la notation de se, | 


Væ. 
Il est donc nécessaire de n’appliquer cette notation qu'à une seule des ra- 
cines 2" de x, convenablement choisie. D'ailleurs, la racine que l’on, choi- 
sira devra évidemment remplir deux conditions. En premier lieu, elle devra 
se réduire, pour une valeur réelle et positive de x, à la racine que nous 
représentons alors par la notation 


n | 


y QU; :%9. 


En second lieu, elle devra se réduire à ÿ— 1 , quand on posera n Lei 
æ = — 1. Or ces conditions seront remplies. si, dans-le second membre de 
la formule(12), on réduit toujours l'angle p à celui des arguments de la va- 
riable x qui se trouve compris entre les limites —#, +7; enfaisant coïncider P 
avec la limite supérieure x, dans le cas particulier où la variable x devien- 
drait réelle et négative. En effet, l'argument p étant choisi comme on vient 
de le dire, on aura, 1° pour une valeur réelle et positive de x, 


LE Ps PE 
P =; 7 0 x=r; 
2° pour T—=—1,etn—= 2, 
P T : 
P=T; mn As TEL; 


et la formule (12) donnera, dans le premier cas, 


ul 


ue 


à! 


S 
je 
&.- 
| 


b 4 


("375 ) 


= Vi: 
Le choix que nous venons d'indiquer est celui auquel nous nous arrêterons, 
et, en conséquence, nous poserons 


dans le second cas, 


11 


13e ‘ } PO # p Re 
(13) | Va = 1 (cos Ë + V1 sinf), 


p étant le module de x compris entre la limite inférieure — 7, quil ne doit 
jamais atteindre, et la limite supérieure x, qu'il atteindra si l'on attribue à 
la variable x une valeur réelle, mais négative. 

Il est bon d'observer qu'on idee encore aux deux conditions énoncées 
si, dans la formule (13), on attribuait toujours à l'argument p une valeur 
comprise entre les limites | 

P—R P+T 


l’une de ces limites étant exclue, et © étant un angle positif inférieur à 7; 
ou même si, en considérant l'argument p comme représentant un angle po- 
laire, on faisait varier cet angle polaire, suivant l'usage reçu dans la géomé- 
trie analytique, entre les limites 


R—R—=0, TH+AI= 27, 


sans lui permettre néanmoins d'atteindre jamais la plus grande de ces deux 
limites. Mais, dans cette dernière hypothèse, il suffirait d'attribuer à la va- 
riable x, supposée réelle et positive, un accroissement infiniment pus 


dans lequel le coefficient de ÿ — 1 fût négatif, pour que la fonction Ve 
changeât brusquement de valeur; et l'on évite cet inconvénient en s'arrêtant 
à la supposition que nous avons admise. 

En résumé, nous supposerons toujours, dans ce qui va suivre, la valeur 


de VE déterminée par la formule (13), dans laquelle l'argument p de x ne 
pourra varier que depuis la limite — x exclusivement jusqu’à la limite 7 


n 
inclusivement. Le sens de la notation x étant ainsi fixé, si l’on pose, pour 
abréger, 


Xe VX, 
on aura 


A + #”, 


(376) 
et même on tirera de cette dernière formule, en élevant les deux membres 
à une puissance entiere dont le degré soit représenté par @, 


af xp 


On se trouvera ainsi ramené à l'équation (4), déjà établie pour le cas où Ja 
variable x était réelle et positive, et l’on peut ajouter que, si, dans cette 


n 
équation, l'on substitue à x — x sa valeur tirée de la formule (13), on 
verra reparaître l'équation (18) du $ LEE, savoir, 


(14) x = r« (cos ap + \ TT sin ap). 


Cela posé, rien n'emipéchera d'étendre les définitions et conventions admises 
dans le cas où la variable x était réelle et positive, au cas où cette variable 
devient imaginaire. C'est ce que nous ferons; et, en conséquence, pour dé- 
finir la valeur de x* correspondante à des valeurs fractionnaires positives 
ou négatives de l'exposant a, nous étendrons à ces valeurs fractionnaires de «a 
l'équation (4), ou, ce qui revient au même, la formule (14); puis, quand 
l'exposant & deviendra irrationnel nous regarderons la puissance irration- 
nelle +% comme la limite vers laquelle convergera une autre puissance dont 
l'exposant fractionnaire s'approchera indéfiniment de la limite 4. Nous par- 
viendrons ainsi à fixer, pour une valeur réelle quelconque de l’exposant &, le 
sens qui devra être attaché à la notation x°, et qui se trouvera, dans tous 
les cas, déterminé par la formule (14). 

On nomme fonction algébrique irrationnelle celle qui est le résultat de 
plusieurs opérations algébriques dont chacune se réduit à une addition, à 
une multiplication, à une division, ou à la formation d’une puissance entière, 
fractionnaire ou irrationnélle. Les fonctions algébriques irrationnelles de va- 
riables imaginaires jouissent de propriétés analogues à celles des fonctions algé- 
briques irratiounelles de variables réelles, et vérifient des formules du même 
genre. Seulement, plusieurs de ces formules ne subsistent que sous Certaines 
conditions, et entre certaines limites, quand les variables deviennent imapi- 
naires. Ainsi, par exemple, a, b, c,... étant des exposants réels quelcon- 


ques, et x, y, Z,... des variables imaginaires, les formules 
( I 5) xt x! _ __. xt x? A — 0 È 


CEE] 


subsisteront pour une valeur quelconque de x. Mais on ne pourra pas en dire 
autant des formules 


(16) vo == CEF A NN za — (xy2}°, MS 
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et si l’on représente par 
LD use 
les arguments des variables 
D, KA ËS 9 


en supposant chacun de ces arguments supérieur à la limite —7, mais in- 
férieur ou tout au plus égal à x, les formules (16) subsisteront sous la con- 
dition que la somme 


p+p ou p+p'+p',... 


des arguments des diverses variables soit elle-même supérieure à —r, et 
inférieure ou tout au plus égale à 7. 


$ V. — Sur les fonctions exponentielles, trigonométriques et logarithmiques de variables 
imaginaires. 

Ainsi que nous l'avons remarqué dans le $ IE, une fonction de plusieurs 
variables imaginaires offre une valeur complétement déterminée, quand elle 
se réduit à une fonction entière de ces variables. Il y a plus; cette proposi- 
tion, qui reste vraie quel que soit le nombre des termes compris dans la 
fonction entière, peut être évidemment étendue au cas même où le nombre 
de ces termes devient infini, et où cette fonction est représentée par la 
somme d'une série convergente. Pour qu’une telle fonction soit compléte- 
ment déterminée, il suffit que l’on attribue à la variable ou aux variables 
qu'elle renferme, des valeurs qui laissent subsister la convergence de la 
série. 

Cela posé, concevons qu'une fonction de x, représentée par une certaine 
notation, soit développable, pour des valeurs réelles de la variable x, en une 
série ordonnée suivant les puissances ascendantes de cette variable. Si cette 
série reste convergente pour des valeurs imaginaires de x, comprises entre 
certaines limites, elle offrira un moyen facile de fixer entre ces limites le 
sens de la notation dont il s’agit; et, pour y parvenir, il suffira de considérer 
cette notation comme propre à exprimer la somme de la série, tant quelle 
demeure convergente. 

Pour montrer une application de ces principes, considérons en particulier 
les trois fonctions que l’on nomme exponentielle népérienne, cosinus et 
sinus, et que l’on représente par les notations 


ei: (COS LE : SET, 
la lettre € désignant la base des logarithmes népériens. En raisonnant comme 
Ex. d’'An. etde Ph, math., T. 1II, (36° livr.) 48 
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je l'ai fait dans mon Analyse algébrique, on établira sans peine les formules 
connues 


s x x° z 
(x) EE —=i1+- + he = +, ..5 
1 1.2 12.3 
(2) cosx=1—+..!, sinæ= sir 
Li PE. dédie ir ie" LR 


et l’on prouvera que les séries comprises dans les seconds membres de ces 
formules restent convergentes pour une valeur quelconque réelle ou imagi- 
naire de la variable x. Cela posé, pour fixer, dans tous les cas possibles, le 
sens des notations 
e, cor, : Sn Ÿ; 

il suffira évidemment de suivre la règle énoncée et d’étendre les formules (1) 
et (2) au cas même où la variable x devient imaginaire. 

Ajoutons que, si l’on désigne par À une quantité positive et par a le lo- 
garithme népérien de À, l'équation 


(3) A = ef 
entraînera la suivante 
(4) A7 — ce, 


quand la variable x sera réelle; et qu’il suffira d'étendre la formule (4)'au 
cas où x deviendra imaginaire, pour fixer, dans ce dernier cas, le sens qui 
devra être attaché à la notation 4*. Au reste, pour déterminer, dans tous les 
cas possibles, la valeur de l'exponentielle 4*, il suffirait encore de la consi- 
dérer comme une expression propre à représenter toujours la somme de la 
série convergente , qui représente le développement de cette même exponen- 
tielle, dans le cas où x est réel. 

Les exponentielles, les sinus et les cosinus, définis comme on vient de 
l'expliquer, jouissent, quand les variables sont imaginaires, de plusieurs pro- 
priétés remarquables. Quelques-unes de ces propriétés, par exemple celles 
qu'expriment les formules 


rm e.e, 
6) | AT ee AT. AT, 

cos (x + y) = Côsx cosy — sinx sin y, 
6) sin(x +y) = Sin x cosy + siny COSx, 


sont précisément celles qu'offraient déjà les fonctions semblables de variables 
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réelles. D’autres propriétés des mêmes fonctions se rapportent spécialement 
au cas où les variables deviennent imaginaires. Telle est, en particulier, la 
relation importante qui existe entre les deux lignes trigonométriques sin x, 
cos æ et e*"-", Cette relation, qu'Euler a découverte, et qui se déduit immé- 
diatement des formules (1) et (2), se trouve exprimée par la suivante 


(7) ef = cosx + ÿ—1 sinx. 
Elle entraîne immédiatement les deux équations 


Ft da Ve PC Er PRDRNE Tr 

/ e° e . e e 

(8) CL — ss 3: SET ——— 

k 2 2 V1 

en vertu desquelles le sinus et le cosinus d’un arc réel x peuvent être expri- 
més à l'aide d’exponentielles que je nomme, pour cette raison, érigonomé- 


triques, c’est-à-dire à l’aide d'exponentielles dont les exposants n'offrent pas 


de parties réelles. Les coefficients de ÿ—7+, dans ces exposants, sont les ar- 
guments des exponentielles trigonométriques. Si, la variable x étant suppo- 
sée non plus réelle, mais imaginaire, on nomme r le module et p l'aroument 
de cette variable, on aura, en vertu de la formule (7), jointe à l'équation (2) 


du $ IT, 
9) x = reP""1, 


Ainsi une variable imaginaire quelconque est équivalente au produit de son 
module par l'exponentielle trigonométrique qui a pour argument l'argument 
même de la variable. \ 

L'opération inverse de celle qui donne pour résultat une exponentielle, 
fournit précisément ce qu’on appelle un logarithme. Ainsi, par exemple, les 
divers logarithmes népériens de x ne sont autre chose que les diverses va- 
leurs de y propres à vérifier la formule 


(10) ete 
Dans le cas particulier où la variable æ est réelle et positive , un seul des lo- 
garithmes népériens de æ, celui-là même que l'on désigne par la nota- 


tion 1(x), est réel et positif. Dans le cas où x devient imaginaire, on tire 
des formules (9) et (10) 


(11) er = rep a, 
Soit d’ailleurs 
+ 4 =uU+Vv V— I 


une quelconque des valeurs de y, les lettres 4, désignant deux quantités 


48. 
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réelles. La première des équations (5) donnera 


er = et, 
Donc l’exponentielle e’ aura pour module e“, et pour argument v. Mais, en 
vertu de la formule (11), la même exponentielle a pour module r, et pour 
argument l'angle p. Donc, puisqu'à une expression imaginaire correspondent 
toujours un seul module et une infinité d'arguments qui forment les divers 
termes d’une progression arithmétique dont la raison est 27, on aura, d’une 
part, = 
= Fr; 
par conséquent 


(12) u = 1{r),; 


et, d'autre part, 
(1 à) AS 7 


p désignant l’un quelconque des arguments de la variable +. Done, par suite, 
les diverses valeurs de y seront toutes comprises dans la formule 


(14) r= ln +pVTT. 


Parmi ces valeurs, il importe d'en choisir une à laquelle on applique con- 
stamment la notation | (x). Or, pour y parvenir, il est naturel de nous 
conformer encore ici à la règle que nous avons suivie dans le précédent pa- 
ragraphe, quand nous avons fixé le sens qu'il convenait d’attacher à la nota- 
tion x“. C'est ce que nous ferons, et, en conséquence, nous supposerons 


(15) L(x)=1(n + py—1, 


la lettre p désignant, non plus l’un quelconque des arguments de la va- 
riable x, mais celui des arguments de cette variable qui, étant supérieur à 
la limite — 7, est en même temps inférieur, ou tout au plus égal à 7. Cet 
argument sévanouira quand la variable x sera réelle et positive, et alors, 
x étant égal à r,la formule (15) sera vérifiée, puisqu'elle donneral (x) — 1(r. 

Après avoir fixé, comme on vient de le dire, le sens qui devra être at- 
taché, pour des valeurs quelconques réelles ou imaginaires de x, à la nota- 
tion 1(x), ou, en d’autres termes, la valeur du logarithme népérien que 
cette notation représente, on déterminera sans peine le sens qu'il convient 
d'attribuer généralement à d’autres notations par lesquelles on exprime, 
quand x est réel, des fonctions dont la définition peut se déduire de celle 
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du logarithme népérien; par exemple, le sens qu'il convient d'attribuer aux 
notations 


Biée) L4æ7, 


l'exposant à étant réel ou imaginaire , et la lettre L indiquant un logarithme 
pris dans un système dont la base 4 diffère du nombre e. En effet, pour y 
parvenir, il suffira d'étendre les formules 


l 
(16) L(x)= je 
(17) x — e41(2), 
qu'il est facile d'établir, quand x et a sont réels, au cas même où x et a 


deviennent imaginaires. Cette convention étant adoptée, on aura, en vertu 
des formules (15) et (16), 
a ET 
ou, ce qui revient au même, 
(18) L(x)=L(r) + pL(a) ÿ—7. 
De plus, si l'on pose 


a et 6 étant réels, on aura . 


al(x)= al(r) — 8p +[ap+61l(r)] — 1; 
et, par suite, la formule (17) donnera 
— pal(r)—6p lap+61(r]V=T 
a —e"l6)—6p Llep+61(n1V d 
ou, Ce qui revient au même, 
(19) ere ele +616) —r 
Dans le cas particulier où l'exposant a est réel, on a 


Éd 0, 
et l'équation (19), réduite à 
(20) À Mes su 


L 


peut encore, en vertu de la formule (7), s'écrire comme il suit : 
(ar) æ%= 1" (cos ap+ Ÿ— 1sin ap). 


On se trouve ainsi ramené, par la considération des exponentielles, à la va- 
leur de x“ déterminée par la formule (14) du $ IV ; et l’on voit en même 
temps que cette formule, relative au cas où l’exposant a est réel, peut être 
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non-seulement étendue au cas où exposant devient imaginaire, mais encore 
remplacée avec avantage par une autre, plus concise, savoir, par l'équa- 
tion (20). 

Considérons maintenant l'opération inverse de celle par laquelle on déter- 
mine le cosinus ou le sinus de la variable x. Cette opération donnera pour 
résultat une nouvelle variable y qui vérifiera la formule 


(22) cosr #7, 

ou | 

(23) SN 

Si d’ailleurs x, étant réel, offre une valeur numérique inférieure à l'unité, 
une seule des valeurs de y sera représentée par la notation 


arc cos T, 


à l’aide de laquelle nous désignons toujours un arc renfermé entre les li- 
mites o, 7, ou par la notation 
arc sin æ, 
à l’aide de laquelle nous désignons toujours un arc renfermé entre les li- 
mites — x, +7. En étendant les mêmes notations au cas où x devient ima- 
sinaire , on doit nécessairement appliquer chacune d'elles à une valeur de y 
tellement choisie, que cette valeur coïncide, quand y est réel, avec la 
fonction alors exprimée par arc cos x, ou par arc sin x. Cette condition est 
remplie quand on détermine arc cos x et arc sin x à l’aide des formules que 
j'ai données dans mon Analyse algébrique, et que je vais rappeler. 
Si l’on pose, pour plus de commodité, 


L=S+Yÿ—1, Y=u+vV—:1, 


s,t, u, v étant réels, la formule (22) donnera 


—— — é+eT* ee — 679 x —— 
s+tV—1=cos(u+vy—-1), — —— COSU— —— sinuy—1, 
ou, ce qui revient au même, 
et + ee" é— 6: 

(24) For osuU—s, Fr ou + 
On aura, par suite, 
; s t À s £ 
(25) ne —-——» ee? — He —. 

cos x Sin x cos « Sin & 
et l’on en conclura 

F fi 
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De cette dernière formule, combinée avec l'équation 
2 in2 PA 
cos u + sin?u = 1, 


on déduira sans peine les valeurs de cos’, sin?u; et, en posant, pour 


abréger, 
sf) peer 


= MEET + 


2 


CE M ie 
(27) COSuU— m  SINu— 


(26) 


on trouvera 


D'ailleurs, en vertu de la première des formules (24), s et cos seront des 
quantités de même signe. Donc la première des équations (27) donnera 

s 
(28) COSU — < 
On satisfait à l'équation (28) en posant 
(29) u= + arccos . = or, 
k étant un nombre entier. Mais, si l’on veut que la variable 

J=u+vÿ—: 


se réduise à la quantité réelle 
arc COS x, 


quand x, étant réel, offrira une valeur numérique inférieure à l'unité, c'est- 
à-dire, en d’autres termes, quand on aura 


t=0o, 
et, par suite, 
ML Jr Ha 4-0, 


il faudra nécessairement supposer, dans la formule (29), £=o, et réduire 
en même temps au signe + le double signe placé devant l'arc qui a pour 


. s . 
cosinus le rapport -; il faudra donc prendre 


(30) U=— Arc cos 2 


La valeur de x étant ainsi déterminée, sinx sera positif, à moins que { ne 
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s’évanouisse, et la seconde des équations (27) donnera, en général, 


Ve 


(31) sin # — Li 
Cela posé, la première des formules (25) donnera 
(32) ve WKS+T), 


le double signe + devant être réduit au signe — ou au signe +, suivant que # 
sera positif ou négatif. Comme on aura d’ailleurs 


s° t2\2 1—5s—+2\2 
(=) — 2 — (=) mA ê, 
2 2 


les formules (26) donneront 


Se ATss, 
et, par suite, la valeur de v pourra être réduite à 
(33) v=rl(S+T), 


la détermination du signe devant s'effectuer conformément à la regle 
énoncée. En d’autres termes, on aura 


(34) = MI(S+T), 
et celle des valeurs de . 
J=u+y VV. 


qu'il conviendra de représenter par la notation arccos x, sera déterminée 
par la formule 


(35) arccos æ= arccos 3 — VV 1(5+ Æ}, 


ou, ce qui revient au même, par la formule 
(36) arccos æ = arc cos + V—1 I(S+T), 


le signe + devant être réduit au signe — ou au signe +, suivant que £ sera 
positif ou négatif. 

Lorsque x, étant réel, offre une valeur numérique inférieure à l'unité, on 
a, comme nous l'avons déjà remarqué, 


SAT, 2-0; 


et, par suite, l'équation (36) devient identique, s étant alors épal àx. Mais si l'on 
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suppose que +, étant réel, offre une valeur numérique supérieure à l'unité, 
ou , en d’autres termes, si l'on suppose 


RS gr aus à À 
les équations (26) donneront 


S—=s, T—ÿs 15, 


et le second membre de la formule (36) se trouvera réduit à 


(37) Vis + Vs), 


Pour ne laisser planer aucune incertitude sur le sens qui devra être attribué 


dans tous les cas à la notation 
arc cos Æ, 


il sera nécessaire de faire disparaître le double signe qui affecte le pro- 
duit (37), à l’aide d'une convention nouvelle. Celle que nous adopterons con- 
siste à réduire le double signe au signe —, c'est-à-dire au signe qu'on obtient 
quand on considère la valeur nulle, attribuée à #, comme la limite d’une va- 
leur positive infiniment petite. 

Quant à la valeur de arc sin +, il suffit, pour la déterminer complétement, 
d'étendre à des valeurs quelconques réelles ou imaginaires de la variable x, 
l'équation 


| ” 
(38) arCSINÆ + arc COX = =; 


qui subsiste toujours quand x est réelle. Cela posé, on aura généralement 


+ 


“ 


(39) arc sin x = = — arc cos x. 


Les logarithmes, les puissances à exposants quelconques réels ou imapi- 
naires, et les arcs de cercle qui répondent à des sinus ou cosinus donnés, 
vérifient, quand les variables deviennent imaginaires, des formules analo- 
gues à celles qui se rapportaient au cas où les variables étaient réelles. Seule- 
ment plusieurs de ces formules ne continuent de subsister que sous certaines 
conditions, et entre certaines limites. Ainsi , par exemple, 


MTS Zi. 


étant des variables imaginaires, et a, b, c,... des exposants quelconques, 
les formules 


(40) a“ act ue as, xx x En grs+bre As 
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subsisteront, il est vrai, pour une valeur quelconque de x; mais on ne 
pourra plus en dire autant des formules 


(1) ay" = (xp), afp = (xya), etc., 
ni des formules 
(42) Lx) +1(n = ler). IG In + = are), ….., 
et si l’on représente par 
Pi P's P'see. 

les arguments des variables x, y, z,..., en supposant chacun de ces argu- 
ments supérieur à — 7x, mais inférieur ou tout au plus égal à x, les for- 
mules (41), (42) subsisteront sous la condition que la somme 

P+Ps PHP +P'ie. 
des arguments des diverses variables soit elle-même supérieure à — x, 
et inférieure ou tout au plus égale à 7. 

On pourra combiner entre elles les diverses notations dont nous avons 
jusqu ici déterminé le sens, et alors on obtiendra des fonctions de fonctions 
ou des fonctions composées dont les valeurs seront encore complétement 
déterminées. Si ces fonctions nouvelles renferment des expouentielles, des 
logarithmes , des sinus et cosinus, elles seront du nombre de celles que l’on 
nomme fonctions exponentielles, logarithmiques , trigonométriques , etc. 
Parmi les fonctions trigonométriques , on doit distinguer les fonctions ration- 
nelles de sinus et cosinus, particulièrement celles de ces fonctions ration- 
nelles qui, pour des valeurs réelles de la variable, sont représentées à l’aide 
de notations particulières. Pour fixer complétement le sens de ces mêmes 
notations, il suffit évidemment d'étendre les formules qui établissent les rela- 
tions existantes entre les sinus , les cosinus et les fonctions dont il s'agit, au 
cas même où la variable devient imaginaire. Ainsi, par exemple, les valeurs 
des fonctions 

tangæ, cotx, secæx, .Ccosecx 
peuvent toujours être, quel que soit x, complétement déterminées à l'aide 


des formules 


I 
.. COSECT = —. 
COS æ Sin æ 


2 sin æ cos x 
(43) tangz=—, cotx = secx — 
cos æ sin 


Les conventions admises dans ce Mémoire donnent une extension nouvelle 
à diverses formules , et particulièrement à celles qui renferment les fonctions 
représentées par les notations 


Lfæy, LG), 2° 
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Dans mon Analyse algébrique, et dans mes précédents ouvrages, je m'étais 
borné à employer ces notations dans le cas où la variable x offrait une partie 
réelle positive. En se conformant aux règles ci-dessus établies, on pourra, 
sans inconvénient, faire encore usage de ces mêmes notations dans le cas 
où la partie réelle de x sera négative. 

Au reste, les conditions auxquelles on satisfait en attribuant aux notations 
dont il s’agit, et spécialement à la notation x“, la valeur que nous avons indi- 
quée, pourraient être, comme nous l'avons remarqué dans le $ IV, remplies 
de diverses manières. On pourrait, par exemple, supposer que, dans les 
équations (15), (21), et dans les formules du même genre, p est un angle 
polaire assujetti à varier, suivant l'usage, entre les limites +, 2r. Cette suppo- 
sition est précisément celle qui a été admise par M. Ernest Lamarle, dans un 
Mémoire sur la convergence des séries. Mais, comme on l’a dit dans le $ IV, 
elle entraînerait une variation brusque de la fonction x“ et même des fonc- 
tions 1(x), L(x), dans le voisinage d’une valeur réelle et positive de x. 
Ajoutons qu'elle entraînerait aussi la discontinuité de certaines fonctions aux- 
quelles il peut être utile de conserver le caractère de fonctions continues. 
Telle serait, en particulier, la fonction (1 +)“ qui, dans la supposition dont il 
s'agit, deviendrait fonction discontinue non-seulement de la variable x, mais 
encore de son argument p, pour une valeur du module r inférieure à l'unité. 

Dans un prochain Mémoire, je reviendrai sur la nature et les propriétés 
des fonctions de variables imaginaires, et je les envisagerai d’une manière 
spéciale, sous le rapport de la continuité, en désignant toujours sous le nom 
de fonctions continues celles qui recoivent des accroissements infiniment 
petits quand on fait varier infiniment peu les variables elles-mêmes. 

P. 8. Depuis que j'ai rédigé ce Mémoire, j'ai rencontré, au bas de l'une 
des pages de celui que M. Bjærling a publié sur le développement d’une 
puissance quelconque réelle ou imaginaire d’un binôme, une Note où il est 
dit que cet auteur a présenté à l’Académie d'Upsal une Dissertation sur 
l'utilité qu'il peut y avoir à conserver dans le calcul les deux notations gl 
l(x), dans le cas même où la partie réelle de x est négative. M. Bjærling 
verra que, Sur ce point, Je suis d'accord avec lui. Il reste à savoir si les con- 
ventions auxquelles il aura eu recours, pour fixer complétement, dans tous 
les cas, le sens des notations x, 1(x), sont exactement celles que j'ai adop- 
tées moi-même; et, pour le savoir, je suis obligé d'attendre qu'il me soit pos- 
sible de connaître la Dissertation dont il s’agit. 


A 
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NOTE 


SUR 


LES MODULES DES SÉRIES. 


Soit 


(1) Uos Uy, Us... 


une série dont , désigne le terme général correspondant à l'indice , ce 
terme général pouvant d’ailleurs être réel ou imaginaire. Désignons d’ailleurs 
par la notation 

mod. u, 


le module de ce terme général, et par u la limite unique, ou du moins la 
plus grande des limites dont s'approche indéfiniment, pour des valeurs crois- 
santes du nombre », l'expression 


(mod. ui. 


La quantité positive u sera ce que nous appellerons le module de la série (1). 
D'après ce qui a été démontré dans l'Analyse algébrique, la série sera con- 
vergente si l'on a 


(2) ed à 
divergente si l'on a 
(3) ; u > I. in 


De plus, si, pour des valeurs croissantes de », le module du rapport 


Un+s À 
Uy ni: 


s'approche indéfiniment d'une limite fixe, cette limite sera ‘précisément le 
module de la série (r). 


Soit maintenant 


(4) Ugo U3, Us Ujy Ugo... 


une série qui se prolonge indéfiniment dans deux sens opposés, de manière 
à offrir deux termes généraux 


M: 6 U_,, 


correspondants, le premier à l'indice #, le second à l'indice — 7. Concevons 
d’ailleurs que , le nombre z venant à croître, on cherche la limite unique, où 
la plus grande des limites dont s'approche indéfiniment chacune des expres- 


sions 
L Ll 


(mod. us), (mod. u_n)"; 

L L 
et représentons par u la limite de (mod. «,) , par u, la limite de (mod. #_,}". 
Les deux quantités positives 

u; u 


u 


seront les deux modules de la série (4), qui sera convergente si ces deux mo- 
dules sont inférieurs à l'unité, divergente si l’un d'eux ou si les deux à la fois 
deviennent supérieurs à l'unité. 

Il est bon d'observer que le module d'une série prolongée indéfiniment dans 
un seul sens n’est point altéré dans le cas où le rang de chaque terme est di- 
minué d'une ou de plusieurs unités, en vertu de la suppression du premier, 
ou des deux premiers, ou des trois premiers... termes. Pareillement les deux 
modules d'une série prolongée indéfiniment en deux sens opposés ne seront 
point altérés si l’on déplace simultanément tous les termes en les faisant mar- 
cher vers la droite ou vers la gauche avec celui qui servait de point de départ 
pour la fixation des rangs et des indices. 

Considérons à présent une série 


(5) M AT, dm 1 t: 


ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes d'une variable réelle 
ou imaginaire x. Nommons r le module de cette variable, et p son argument, 
en sorte que l’on ait 


œs- re" et 


Soit d’ailleurs a le module de la série 


os di; UPPE ..« 


( 390 ) 
c'est-à-dire la plus grande limite dont s'approche indéfiniment, pour des va- 


leurs croissantes de 7, l'expression 
| 


(mod. a)". 
Comme on aura 
mod.(a,2"} = 1" moti:a", 


op en conclura 
I J 


(mod. a,x"}"= r (mod. a")", 
et, par conséquent, il est clair que le module de la série (5) se réduira au 
produit 
ar. 


Donc la série (5) sera convergente si l’on a 


Per on ee 


g | = 


divergente si l'on a 
I 
ad > Gr -: 


Considérons enfin une série 
(6) RUE, dé AE Ou 7: 


ordonnée à la fois suivant les puissances ascendantes et suivant les puissances 
descendantes de la variable x. Si l'on nomme a la plus grande des limites 
vers lesquelles converge, pour des valeurs croissantes de #, l'expression 


i 
(mod. a,}", 
et a, la plus grande des limites vers lesquelles converge l'équation 


I 
nm 


(mod. a, }", 

les deux modules de la série (6) seront évidemment 
5” E 
27, 


et, par suite, la série (6) sera convergente si le module r de x vérifie les deux 
conditions 


; x 
RS es 


( 391 ) 


divergente si r vérifie les deux conditions 


I 
He r<a,, 


ou seulement l’une d’entre elles. 

En résumé, il y aura généralement deux limites extrêmes, l’une inférieure, 
l’autre supérieure , entre lesquelles le module r de x pourra varier, sans que 
la série (5) ou (6) cesse d’être convergente. Soient 


k,, k 
ces limites extrêmes, k désignant la limite supérieure. D'après ce qu’on vient 
de dire, on aura, pour la série (6), 


(7) k,=— a,, k—-; 


a 


et, par suite, les deux modules de la série (6) seront 
(8) on 


D'ailleurs k, devra ètre remplacé par zéro si la série (6) est réduite à la 
série (5). 

Ajoutons que la quantité k sera certainement la limite extrême et supé- 
rieure du module r si, la série étant convergente pour r < k, la somme de 
cette série devient infinie pour r —k, et pour une valeur convenablement 
choisie de l'argument p. 

Pareillement k, sera certainement la limite extrême et supérieure du mo- 
dule r si, la série (6) étant convergente pour r > k, la somme de cette série 
devient infinie pour r—k et pour une valeur convenablement choisie de 
l'argument p. 

En effet, une série ne peut acquérir une somme infinie sans devenir 
divergeute , et par conséquent sans offrir un module égal ou supérieur à l’u- 
nité. 

Lorsque les divers termes d'une série sont fonctions d'une certaine va- 
riable x, la nouvelle série qu’on obtient en substituant à chaque terme de la 
première sa dérivée prise par rapport à x, doit naturellement s'appeler la 
série dérivée. Concevons, pour fixer les idées, que la première série se ré- 
duise à la série (5), dont le terme général est a,x”", où même à la série (6), 
dont les termes généraux sont 


de om, 


( 392 ) 


alors la série dérivée aura pour terme général le produit 
me, LS 
ou bien elle aura pour termes généraux les produits 


NAS, A End art: 


D'ailleurs, comme on a 


A 


Na A TT = nx(a x), nat = nx CA vi 


on en conclut que les deux expressions 


1 I 


(a) [mod.(— na_,x-"+1)], [mod. (aa 


s'approchent indéfiniment, pour des valeurs croissantes de », des produits 
que l'on obtient quand on multiplie respectivement les quantités positives 


art et ar 


, 


par les limites des expressions 
I Le 


(nrÿ' et 1971 Dh ui 
Enfin ces deux limites, qui se confondent avec les limites fixes des rapports 


(n+1)r I (nr! I 
- — = 1 + —) S ] pus A rap 


nr a Nr 


se réduisent l’une et l'autre à l'unité. Donc les limites des expressions (9) se 
réduiront simplement anx produits 


ar et i:ar. 


Donc le module ou les modules de la série (5) ou (6) seront en même temps 
le module ou les modules de la série dérivée. 

Nous avons ici supposé que l'on différentiait une seule fois chaque terme 
de la série donnée (5) ou (6); mais, après avoir ainsi obtenu ce qu'on doit 
appeler la série dérivée du premier ordre, on pourrait former encore la dé- 
rivée de celle-ci, puis la dérivée de sa dérivée, et l'on obtiendrait alors, 
à la place de la série (5) ou (6), des séries dérivées de divers ordres. Or, de ce 
que nous avons dit tout à l'heure, il résulte évidemment que le module ou 
les modules de toutes ces séries seront précisément le module ou les modules 
de la série (5) ou (6). 

FIN DU TOME TROISIÈME. 
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